1. FONCTIONS HARMONIQUES

Soit 2 un domaine de R?. Rappelons que I'opérateur de Laplace est défini par

0? 0? 0?
Aza_x%+8—x%+"'+a—x§'

Cet opérateur est elliptique d’ordre deux.

Définition 1.1. Une fonction u € C*(Q) est harmonique si Au = 0.

La proposition suivante montre que 1’opérateur de Laplace est invariant par rotation.

Exercice 1. Soit T € O(d) une transformation orthogonale de R®. Etant donnée une
fonction u € C*(Q2), montrez que la fonction uoT : T~H(Q) — R vérifie

A(uoT) = (Au)oT.

Propriété de la moyenne. Commencons par quelques rappels. La mesure de la boule unité

B C RY est
27Td/2
Wy = ————.

dr(d)2)

La mesure de la sphére unité S = 0B C R? est dwy. En fait, il existe sur S une unique
mesure de probabilité do Borelienne invariante sous 'action du groupe orthogonal O(d + 1).
La mesure standard sur la sphére est donc ds = dwydo. L’intégrale d’une fonction

u:S(y,r) =0B(y,r) = R
est

/ u(2) ds(z) = dwgr®™ / u(y + rz) do.
S(y,r)

S

En particulier, si la fonction u est continue en y, on a

lim 'rld/ u(z) ds(z) = dwgu(y).
S(y,r)

r—0

Théoréme 1.2. Soit u une fonction harmonique sur un domaine Q C RY.  Alors pour
chaque boule fermée B(y, R) C €2,

) !
wy) = =5 u
0B(y, R)| OB(y,R)

1
") = 150, 7) /B(Q,R) -

Proof. Définissons f : (0, R] — R par

(z)ds(z)



En utilisant les propriétés de 'intégration sur la sphére, on obtient

f(r) = dwgr®™! / Opu(y +rz)do
S

= dwgr®0, / u(y +rz)do
s

= rdilﬁr (Tld/ uds) .
0B(y,r)

Or, du théoréme de divergence-flux appliqué au champ de vecteurs Vu, on obtient

En particulier, pour chaque r € (0, R)

Rl_d/ uds = rl_d/ uds — dwqu(y).
B(y,R) 0B(y,r)

Ce qui compléte la preuve de la premiére formule. &

Remarque 1.3. Une fonction u € C*(Q) est sous-harmonique si Au > 0. Une fonc-
tion u € C*(Q) est sur-harmonique si Au < 0. Une fonction sous-harmonique est bornée
supérieurement par sa moyenne alors qu’une fonction sur-harmonique est bornée inférieure-
ment par sa moyenne.

Théoréme 1.4 (Principe du maximum). Soit u une fonction harmonique sur un domaine
Q. St w atteint son mazimum ou son minimum sur €2, alors u est constante.

Proof. Soit a € © un maximum de u. Soit B(a,r) D Q. Si il existe un point x € B(a,r) tel
que u(x) < u(a) alors par continuité la moyenne de u sur B(a,r) sera inférieur a u(a). Ceci
contredit le théoréme de la valeur moyenne. La fonction u est donc constante sur B(a,r).
Ceci montre que I'ensemble u~!(a) est ouvert. Puisque cet ensemble est aussi fermé, il est
nécessairement tout €). &

Exercice 2. Soit Q un domaine borné. Si u € C(Q) N C%*Q) est harmonique dans ).
Montrez que u atteint son minimum et son maximum sur 0S). Qu’en est-il si le domaine
n’est pas borné?

Cet exercice est important. Il montre que la solution du probléme de Dirichlet
Au =0, sur 2,
u = f sur 0f (1.2)
est unique si f est continue et ) est borné.

1.1. Opérateur de Laplace-Beltrami sur une surface. Soit ¢ : 2 C R? - S C R% une
surface paramétrée lisse. Les fonctions E, F, G :  — R sont définies par

E =162 F = ¢, 6,,G = |o,[*.

La matrice g = F G est appelée premiére forme fondamentale, elle représente pour chaque

(x,y) € Q le produit scalaire sur l'espace tangent a S au point ¢(z,y) € S (i.e. la métrique
2



Riemannienne). Etant donné une fonction lisse h : S — R, posons f = h o ¢. L'opérateur
de Laplace—Beltrami est défini par

240 = =00Vl ()

Théoréme 1.5. Soit ¢ : €} C R? — S C R? une surface paramétrée lisse. Soit ¢ : Q — Q
un difféeomorphisme. Soit ¢ = ¢ o1 un deuzrieme paramétrage de la surface. Alors,
Aj(hod)(#,5) = Ag(ho ¢)(x,y)
ot (z,y) = ¥((Z, 7).
Ceci montre que l'opérateur ne dépend essentiellement que de la surface, pas du paramé-
trage choisi.
Exemple 1.6. Ezpression du Laplacien en coordonées polaire.

Holomorphie.

Théoréme 1.7. Soient Q, Omega des domains de R? identifié au plan compleze. Si ¢ :

u+ v : Omega — Q est un biholomorphisme, alors la premiére forme fondamentale donnée
par E =G =2u? et F = 0.

Exercice 3. Soient Q, Omega des domains de R? identifié au plan compleze. Montrez qu’un
diffeomorphisme ¢ : u + 1w : Omega — §2 biholomorphisme, si et seulement si il préserve
lorientation et est une équivalence conforme, c’est-a-dire: F =0 et E =G.

Exercice 4. L’opérateur de Laplace est-il invariant par translation et par homothétie?

Exercice 5.
(1) Discuter les fonctions harmoniques en dimension d = 1.
(2) Vérifiez que la fonction définie par f(x) = |z|*>~? sur Q = R®\ {0} est harmonique.
Sur ce méme domaine, la fonction g(x) = x1|z|>~¢ est-elle harmonique ?
(3)
Exercice 6. Prouvez la propriété de la moyenne dans le cas d = 2.
Exercice 7. Prouvez la propriété de la moyenne pour le volume dans les cas d = 2, 3.

Exercice 8. Montrez qu’il existe des domaines pour lequels le probléeme de Dirichlet admet
plusieurs solutions.

Exercice 9. Montrez que les zeros d’une fonctions harmoniques ne sont jamais iSolés.

Exercice 10. Soit B la boule unité de R et S sa frontiére.
(1) Montrez que la mesure de Lebesque de B est wy = —d12“72jl;3)'

(2) Calculez quelques valeurs de wg.

Exercice 11. Calculer une expression de l'opérateur de Laplace sur la sphére S2.



