
1. Fon
tions harmoniquesSoit Ω un domaine de R
d. Rappelons que l'opérateur de Lapla
e est dé�ni par

∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x21
+ · · ·+

∂2

∂x2d
.Cet opérateur est elliptique d'ordre deux.Dé�nition 1.1. Une fon
tion u ∈ C2(Ω) est harmonique si ∆u = 0.La proposition suivante montre que l'opérateur de Lapla
e est invariant par rotation.Exer
i
e 1. Soit T ∈ O(d) une transformation orthogonale de R

d. Étant donnée unefon
tion u ∈ C2(Ω), montrez que la fon
tion u ◦ T : T−1(Ω) → R véri�e
∆(u ◦ T ) = (∆u) ◦ T.Propriété de la moyenne. Commençons par quelques rappels. La mesure de la boule unité

B ⊂ R
d est

wd =
2πd/2

dΓ(d/2)
.La mesure de la sphère unité S = ∂B ⊂ R

d est dwd. En fait, il existe sur S une uniquemesure de probabilité dσ Borelienne invariante sous l'a
tion du groupe orthogonal O(d+1).La mesure standard sur la sphère est don
 ds = dwddσ. L'intégrale d'une fon
tion
u : S(y, r) = ∂B(y, r) → Rest

∫

S(y,r)

u(z) ds(z) = dwdr
d−1

∫

S

u(y + rz) dσ.En parti
ulier, si la fon
tion u est 
ontinue en y, on a
lim
r→0

r1−d

∫

S(y,r)

u(z) ds(z) = dwdu(y).Théorème 1.2. Soit u une fon
tion harmonique sur un domaine Ω ⊂ R
d. Alors pour
haque boule fermée B(y, R) ⊂ Ω,

u(y) =
1

|∂B(y, R)|

∫

∂B(y,R)

u(z) ds(z)

u(y) =
1

|B(y, R)|

∫

B(a,R)

u.Proof. Dé�nissons f : (0, R] → R par
f(r) =

∫

∂B(y,r)

∂νu ds.1



En utilisant les propriétés de l'intégration sur la sphère, on obtient
f(r) = dwdr

d−1

∫

S

∂ru(y + rz) dσ

= dwdr
d−1∂r

∫

S

u(y + rz) dσ

= rd−1∂r

(

r1−d

∫

∂B(y,r)

u ds

)

.Or, du théorème de divergen
e-�ux appliqué au 
hamp de ve
teurs ∇u, on obtient
f(r) =

∫

B(y,r)

∆u = 0.En parti
ulier, pour 
haque r ∈ (0, R)

R1−d

∫

∂B(y,R)

u ds = r1−d

∫

∂B(y,r)

u ds→ dwdu(y).Ce qui 
omplète la preuve de la première formule. ♣Remarque 1.3. Une fon
tion u ∈ C2(Ω) est sous-harmonique si ∆u ≥ 0. Une fon
-tion u ∈ C2(Ω) est sur-harmonique si ∆u ≤ 0. Une fon
tion sous-harmonique est bornéesupérieurement par sa moyenne alors qu'une fon
tion sur-harmonique est bornée inférieure-ment par sa moyenne.Théorème 1.4 (Prin
ipe du maximum). Soit u une fon
tion harmonique sur un domaine
Ω. Si u atteint son maximum ou son minimum sur Ω, alors u est 
onstante.Proof. Soit a ∈ Ω un maximum de u. Soit B(a, r) ⊃ Ω. Si il existe un point x ∈ B(a, r) telque u(x) < u(a) alors par 
ontinuité la moyenne de u sur B(a, r) sera inférieur à u(a). Ce
i
ontredit le théorème de la valeur moyenne. La fon
tion u est don
 
onstante sur B(a, r).Ce
i montre que l'ensemble u−1(a) est ouvert. Puisque 
et ensemble est aussi fermé, il estné
essairement tout Ω. ♣Exer
i
e 2. Soit Ω un domaine borné. Si u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω) est harmonique dans Ω.Montrez que u atteint son minimum et son maximum sur ∂Ω. Qu'en est-il si le domainen'est pas borné?Cet exer
i
e est important. Il montre que la solution du problème de Diri
hlet

∆u = 0, sur Ω, (1.1)
u = f sur ∂Ω (1.2)est unique si f est 
ontinue et Ω est borné.1.1. Opérateur de Lapla
e-Beltrami sur une surfa
e. Soit φ : Ω ⊂ R

2 → S ⊂ R
d unesurfa
e paramétrée lisse. Les fon
tions E, F,G : Ω → R sont dé�nies par

E = |φx|
2, F = φx · φy, G = |φy|

2.La matri
e g = E F
F G

est appelée première forme fondamentale, elle représente pour 
haque
(x, y) ∈ Ω le produit s
alaire sur l'espa
e tangent à S au point φ(x, y) ∈ S (i.e. la métrique2



Riemannienne). Étant donné une fon
tion lisse h : S → R, posons f = h ◦ φ. L'opérateurde Lapla
e�Beltrami est dé�ni par
∆φ(h) =

1
√

|g|
(∂x, ∂y)

√

|g|g−1

(

fx
fy

)Théorème 1.5. Soit φ : Ω ⊂ R
2 → S ⊂ R

d une surfa
e paramétrée lisse. Soit ψ : Ω̃ → Ωun di�éomorphisme. Soit φ̃ = φ ◦ ψ un deuxième paramétrage de la surfa
e. Alors,
∆φ̃(h ◦ φ̃)(x̃, ỹ) = ∆φ(h ◦ φ)(x, y)où (x, y) = ψ((x̃, ỹ).Ce
i montre que l'opérateur ne dépend essentiellement que de la surfa
e, pas du paramé-trage 
hoisi.Exemple 1.6. Expression du Lapla
ien en 
oordonées polaire.Holomorphie.Théorème 1.7. Soient Ω, ˜Omega des domains de R

2 identi�é au plan 
omplexe. Si φ :
u+ iv : ˜Omega→ Ω est un biholomorphisme, alors la première forme fondamentale donnéepar E = G = 2u2x et F = 0.Exer
i
e 3. Soient Ω, ˜Omega des domains de R2 identi�é au plan 
omplexe. Montrez qu'undi�éomorphisme φ : u + iv : ˜Omega → Ω biholomorphisme, si et seulement si il préservel'orientation et est une équivalen
e 
onforme, 
'est-à-dire: F = 0 et E = G.Exer
i
e 4. L'opérateur de Lapla
e est-il invariant par translation et par homothétie?Exer
i
e 5.(1) Dis
uter les fon
tions harmoniques en dimension d = 1.(2) Véri�ez que la fon
tion dé�nie par f(x) = |x|2−d sur Ω = R

d \ {0} est harmonique.Sur 
e même domaine, la fon
tion g(x) = x1|x|
2−d est-elle harmonique ?(3)Exer
i
e 6. Prouvez la propriété de la moyenne dans le 
as d = 2.Exer
i
e 7. Prouvez la propriété de la moyenne pour le volume dans les 
as d = 2, 3.Exer
i
e 8. Montrez qu'il existe des domaines pour lequels le problème de Diri
hlet admetplusieurs solutions.Exer
i
e 9. Montrez que les zeros d'une fon
tions harmoniques ne sont jamais isolés.Exer
i
e 10. Soit B la boule unité de R

d et S sa frontière.(1) Montrez que la mesure de Lebesgue de B est wd :=
2πd/2

dΓ(d/2)
.(2) Cal
ulez quelques valeurs de wd.Exer
i
e 11. Cal
uler une expression de l'opérateur de Lapla
e sur la sphère S2.
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