
1. Fon
tions harmoniques II1.1. Solution fondamentale et fon
tion de Green. Étant donnée x 6= y ∈ R
d, on pose

Γ(x, y) = Γ(|x− y|) =

{
1
2π

log |x− y| si d = 2,
1

d(2−d)wd

|x− y|2−d si d ≥ 3.Cette fon
tion est appelée la solution fondamentale de l'équation de Lapla
e. La fon
tion
x 7→ Γ(x, y) est harmonique.Proposition 1.1 (Formule de représentation de Green). Soit u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω). Pour
haque y ∈ Ω,

u(y) =

∫

∂Ω

(u(x)∂nx
Γ(x, y)− Γ(x, y)∂nx

u(x)) ds(x) +

∫

Ω

Γ(x, y)∆u(x) dx.Preuve. On pose Ωǫ = Ω \B(y, ǫ) et on utilise la deuxième identité de Green :
∫

Ωǫ

(v∆u− u∆v)dx =

∫

∂Ωǫ

(v∂nu− u∂nv) ds(x),pour les fon
tions u et x 7→ v(x) := Γ(x− y) :
∫

Ωǫ

Γ∆u dx =

∫

∂Ωǫ

(Γ∂nu− u∂nΓ) ds

=

∫

∂Ω

(Γ∂nu− u∂nΓ) ds(x)−

∫

S(y,ǫ)

(Γ∂nu− u∂nΓ) ds(x)

︸ ︷︷ ︸

−→0−u(y)

.

♣Corollary 1.2. Soit u une fon
tion harmonique sur Ω. Alors u est de 
lasse C∞.Preuve. Pour 
haque boule B(y, r) ⊂ Ω, la proposition pré
édente montre que
u(y) =

∫

S(y,r)

(u(x)∂nΓ(x, y)− Γ(x, y)∂nu(x)) ds(x).Il su�t maintenant de véri�er que les fon
tions y 7→ Γ(x, y), y 7→ ∂nx
Γ(x, y) sont lisses pour

x ∈ S(y, r). ♣Proposition 1.3. Soit y ∈ Ω. Soit hy ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω) une fon
tion harmonique. Pour
x 6= y, posons

G(x, y) = Γ(x, y) + hy(x).On a alors
u(y) =

∫

∂Ω

(u∂nG−G∂nu) ds+

∫

Ω

G∆u dx.Preuve.Exer
i
e 1.
♣1



Si la fon
tion G(x, y) est dé�nie pour 
haque x 6= y, s'annule pour 
haque x ∈ ∂Ω, elle estappelée fon
tion de Green de Ω.Nous ne prouverons pas le théorème suivant.Théorème 1.4. Si Ω est un domaine borné dont la frontière est su�samment régulière,alors il existe une fon
tion de Green sur Ω.Exemple 1.5 (Fon
tion de Green la boule B(0, R)). Étant donné y ∈ R
d, posons

ȳ =

{
R2

|y|2
y si y 6= 0,

∞ si y = 0.La fon
tion de Green de la boule B(0, R) est
G(x, y) =

{

Γ(|x− y|)− Γ( |y|
R
|x− ȳ|) si y 6= 0,

Γ(|x|)− Γ(R) si y = 0.Exer
i
e 2. Soit G(x, y) la fon
tion de Green de la boule B(0, R). Montrez que
∂nx

G(x, y) =
R2 − |y|2

dwdR|x− y|d
.Le noyau de Poisson de la boule B(0, R) est

P (x, r) = ∂nx
G(x, y) =

R2 − |y|2

dwdR|x− y|d
.Théorème 1.6. Soit f ∈ C0(S(0, R)). La fon
tion u : B(0, R) → R dé�nie par

u(y) =

{∫

S(0,R)
P (x, y) ds(x) si y ∈ B(0, R),

f(y) si y ∈ S(0, R)est harmonique sur B(0, R) et 
ontinue sur B(0, R).� Jusqu'à maintenant nous avions montrez qu'une fon
tion harmonique peut être représen-tée par une telle formule. Ce théorème est plus puissant, il montre en parti
ulier que
haque fon
tion 
ontinue sur la sphère admet une extension harmonique dans laboule.Preuve. On a déjà montré que si u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), alors 
ette formule est véri�ée. Enparti
ulier, en utilisant u(x) = 1, on déduit que pour 
haque y ∈ B(0, R),
∫

S(0,R)

P (x, y) ds(x) = 1.En d'autres mots P (x, y) ds(x) est une mesure de probabilité sur la sphère S(0, R). Lorsque
y s'appro
he de yo ∈ S(0, R), la mesure P (x, y) ds(x) tend vers une mesure de Dira
 en
y0. ♣2



1.2. Le noyau de Poisson en dimension d = 2. Dans 
e 
as, l'analyse 
omplexe permetune intuition supplémentaire.Étant donné ξ ∈ D, l'appli
ation T = Tξ : D → D dé�nie par
Tξ(z) =

z + ξ

ξz + 1est un biholomorphisme tel que T (0) = ξ dont l'inverse est T−ξ. Soit u ∈ C2(D)∩C0(D) unefon
tion harmonique. La pré
omposition de u par un biholomorphisme est aussi harmonique.Il dé
oule don
 de la propriété de la moyenne que
u(ξ) = u ◦ T (0) =

1

2π

∫

S1

u ◦ T ds.Exer
i
e 3. Montrez que
∫

S1

u ◦ Tξ ds =

∫

S1

u(z)|T ′
−ξ(z)| ds(z).On 
al
ule fa
ilement

T ′
ξ(z) =

1− |ξ|2

(ξz + 1)2
.En parti
ulier, pour z ∈ S1,

|T ′
−ξ(z)| =

1− |ξ|2

(1− ξz)(1 − ξz)
=

1− |ξ|2

(1− ξz − ξz + |ξ|2)
=

1− |ξ|2

|ξ − z|2
.On déduit don


u(ξ) =

∫

S1

u(z)
1− |ξ|2

2π|ξ − z|2
.Qui fait apparaître de nouveau le noyau de Poisson.Exer
i
e 4. É
rivez le noyau de Poisson du disque de rayon R en 
oordonnées polaires.1.3. La propriété de la moyenne 
ara
térise les fon
tions harmoniques.Théorème 1.7. Une fon
tion 
ontinue u : Ω → R est harmonique si et seulement si pour
haque boule B(y, r) ⊂ Ω,

u(y) =
1

dwdrd−1

∫

S(y,R)

u ds.Preuve. Dé�nissons φ : (0,∞) → R par
φ(t) =

{

c exp ( 1
t2−1

) si t < 1,

0 sinon.La 
onstante c est 
hoisie de telle sorte que ∫

Rd φ(|x|) dx = 1. La fon
tion x 7→ φ(|x|) estlisse. Étant donné f ∈ L1(Ω), on dé�nit une régularisation de f par la 
onvolution
fr(y) =

1

rd

∫

Ω

f(x)φ(|x− y|/r) dx.3



Pour la fon
tion donnée u donnée dans l'énon
é du théorème, on obtient en utilisant l'intégrationpolaire
ur(y) =

1

rd

∫

B(y,r)

u(x)φ(|x− y|/r) dx

=
1

rd

∫ r

α=0

(

φ(α/r)

∫

S(y,r)

u(x) ds(x)

)

dα

=
1

rd

∫ r

α=0

φ(α/r)u(y)dwdα
d−1dαEn posant β = α/r on obtient

ur(y) = u(y)

∫ 1

β=0

φ(β)dwdβ
d−1dβ = u(y)

∫

B(0,1)

φ(|x|) dx = u(y).La fon
tion u est don
 égale à sa régularisation. En parti
ulier, elle est de 
lasse C∞. Enutilisant la preuve de la propriété de la moyenne (Théorème 1.2), on voit
∫

B(y,r)

∆u =

∫

∂B(y,r)

∂νu ds = rd−1∂r

(

r1−d

∫

∂B(y,r)

u ds

)

.Or la fon
tion u véri�e la propriété de la moyenne par hypothèse. Don

∫

∂B(y,r)

u ds = rd−1dwdu(y).D'où
∂r

(

r1−d

∫

∂B(y,r)

u ds

)

= 0.On a don
 �nalement ∫
B(y,r)

∆u = 0 pour 
haque boule B(y, r) ⊂ Ω. ♣Exer
i
e 5. Étant donnée u, v ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω), montrez la deuxième identité de Green :
∫

Ωǫ

(v∆u− u∆v)dx =

∫

∂Ωǫ

(v∂nu− u∂nv) ds(x),Exer
i
e 6.� Déterminez la fon
tion de Green du demi plan supérieur
H = {z ∈ C : im(z) > 0}.� Peut-on en déduire une formule représentant les valeur d'une fon
tion harmonique

u ∈ C0(H) ∩ C2(H) à partir des valeurs de u sur l'axe réel ?Exer
i
e 7. Montrez que si u est harmonique et bornée sur Ω \ {p}, alors u admet uneextension harmonique sur Ω.
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