
4. Espa
es de Sobolev I4.1. Motivations. Soit Ω un domaine borné de Rd. Notre but à moyen terme sera d'étudierles solutions d'une équation de la forme
Lu = 0 sur Ω,
u = f sur ∂Ω,où L est un opérateur elliptique d'ordre deux. La stratégie générale que nous utiliserons estla suivante :(1) On rempla
e la notion de solution par une notion a�aiblie de solution.(2) Pour 
ette notion de solution faible, on prouve l'existen
e et l'uni
ité, à l'aide d'outilssimple de l'analyse fon
tionnelle.(3) On utilise la stru
ture du problème pour prouver qu'une solution faible est trèsrégulière. Cette partie est di�
ile!(4) Pour une solution régulière, on montre que la notion de solution faible 
oin
ide ave
la notion de solution usuelle.Motivation: le prin
ipe de Diri
hlet. L'énergie de Diri
hlet d'une fon
tion u : C1(Ω) ∩

C0(Ω) est
D(u) =

∫

Ω

|∇u|2 dx.Exer
i
e 1. Montrez que l'énergie de Diri
hlet est une fon
tion 
onvexe.Proposition 4.1. Soit f une fon
tion 
ontinue sur la frontière d'un domaine Ω borné.Supposons que la fon
tion u ∈ C2(Ω) minimise l'énergie de Diri
hlet parmi les fon
tions
oin
idant ave
 f sur ∂Ω. Alors u est une solution du problème de Diri
hlet.Cal
ul des variations. On 
her
hera don
 à montrer qu'un minimum existe. Soit un, unesuite minimisante:
lim
n→∞

D(un) = c := inf {D(v) : v : Ω→ R, v = f sur ∂Ω} .On déduit alors de la 
onvexité que D(un+um

2
)→ c et don


D(un − um) = 2D(un) + 2D(um)− 4D(
un + um

2
) −→ 0.En parti
ulier, la suite (∇un) ∈ L2(Ω,Rd) est de Cau
hy. Comme L2 est 
omplet, elle
onverge vers une fon
tion w = (w1, · · · , wd) ∈ (L2)d. La question est don
 de garantir que

w est le gradient d'une fon
tion u, et que 
elle-
i soit su�sement régulière.4.2. L'espa
e de Sobolev W 1,2.Dé�nition 4.2. Soit Ω ⊂ R
d un ouvert et u ∈ L1lo
(Ω). Une fon
tion v ∈ L1lo
(Ω) estappelée une dérivée faible de u dans la dire
tion ei (i = 1, 2, · · · , d) si pour 
haque fon
tion

φ ∈ C1
0 (Ω),

∫

Ω

φv dx = −

∫

Ω

(∂iφ)v dx.On é
rit alors Diu := v. Une fon
tion u est dite faiblement dérivable si elle admet desdérivées faibles dans les dire
tions e1, · · · , ed.1



Exer
i
e 2. Montrez l'uni
ité de la dérivée faible.Exer
i
e 3. Montrez que 
haque fon
tion u ∈ C1(Ω) est faiblement dérivable, et que sesdérivées faibles sont ses dérivées partielles.Lemme 4.3. Soit u ∈ L1
loc(Ω) est faiblement dérivable et si B(x, ǫ) ⊂ Ω, alors la régulari-sation uǫ véri�e

∂i(uǫ(x)) = (Diu)ǫ(x).Preuve. Comme uǫ est lisse, ses dérivées faibles 
oin
ident ave
 ses dérivées dire
tionnelles.Don
,
∂i(uǫ(x)) =

1

ǫd

∫
∂

∂xi
φ(
x− y

ǫ
)u(y) dy

=
−1

ǫd

∫
∂

∂yi
φ(
x− y

ǫ
)u(y) dy

=
1

ǫd

∫

φ(
x− y

ǫ
)Diu(y) dy ←− ( par de�nition de Diu)

= (Diu)ǫ(x).

♣Théorème 4.4. Soit u, v ∈ L2(Ω). Alors v = Diu si et seulement si il existe une suite
(un) ⊂ C∞(Ω) telle que pour 
haque ouvert Ω′ ⊂⊂ Ω

un → u, et ∂iun → v, dans L2(Ω′).Preuve. Soit (un) ⊂ C∞(Ω) est telle que pour 
haque ouvert Ω′ ⊂⊂ Ω

un → u, et ∂iun → v, dans L2(Ω′).Étant donnée φ ∈ C∞
0 (Ω), il dé
oule du 
hangement de variable pour les fon
tions lisses que

∫

Ω

φ(∂iun) dx = −

∫

Ω

(∂iφ)un dx.Il su�t alors de passer à la limite pour voir que v = Diu. Ce
i est possible 
ar le support de
φ est 
ompa
t, et don
 
ompris dans un ouvert Ω′ ⊂⊂ Ω.Ré
iproquement, 
onsidérons v = Diu ∈ L2(Ω). Étant donné Ω′ ⊂⊂ Ω, pour 
haque
0 < ǫ < dist(Ω′, ∂Ω) on utilise le lemme suivant.Lemme 4.5. Si u ∈ L2(Ω), alors limlim→0 ‖u− uǫ‖L2 = 0.Du lemme pré
édent on déduit aussi

∫

Ω

φ(Diu)ǫ dx =

∫

Ω

φ∂i(uǫ) dx = −

∫

Ω

(∂iφ)uǫ dx.Ce qui 
omplète la preuve. ♣Dé�nition 4.6. L'espa
e de Sobolev W 1,2(Ω) est l'ensemble des u ∈ L2(Ω) qui sont faible-ment dérivables et dont les dérivées faibles sont dans L2. Cet espa
e est muni du produits
alaire
(u, v) := (u, v)L2 +

d∑

i=1

(Diu,Div)L2.2



Proposition 4.7. L'espa
e W 1,2 est 
omplet.Proposition 4.8. L'espa
e C∞(Ω) ∩W 1,2(Ω) est dense dans W 1,2(Ω).Preuve.Exer
i
e 4. La preuve de la Proposition 4.8 est présentée à la page 162 du livre de J. Jost.Elle repose sur l'utlisation d'une partition de l'unité. Votre exer
i
e est d'apprendre 
e quesont les partitions de l'unité et de 
omprendre 
ette preuve.
♣Pour traiter les problèmes ave
 
ondition de Diri
hlet à la frontière, nous utiliserons aussiun autre espa
e.Dé�nition 4.9. L'espa
e de Sobolev H1

0 (Ω) est l'adhéren
e de C∞
0 (Ω) dans W 1,2.Théorème 4.10 (Inégalité de Poin
aré). Pour 
haque u ∈ H1

0 (Ω),
‖u‖L2 ≤

(
|Ω|

wd

)1/d

‖Du‖L2.Exer
i
e 5. Pour 
haque α ∈ R 
onsidérez la fon
tion fα : (−1, 1)→ R dé�nie par
fα(x) =

{

xα exp(−x) si x > 0,

−(−x)α exp(x) si x ≤ 0.� Pour quelle valeurs de α 
ette fon
tion est-t-elle 
ontinue?� Pour quelle valeurs de α 
ette fon
tion est-t-elle de 
lasse C1?� Pour quelle valeurs de α a-t-on fα ∈ W 1,2(R)?Exer
i
e 6. Montrez que sur H1
0 , l'expression

(u, v) :=

∫

Ω

∇u · ∇vdé�nit un produit s
alaire induisant une norme équivalente à 
elle qui est induite par leproduit s
alaire de W 1,2.Exer
i
e 7. Montrez que les in
lusions H1
0 ⊂ H1 ⊂ L2 sont 
ontinues.Exer
i
e 8. Montrez que pour 
haque u ∈ H1

0 ,
‖u‖L2 ≤ diam(Ω)‖∇u‖L2.C'est aussi une inégalité de Poin
aré.Exer
i
e 9. Pour se 
onvain
re que la méthode mise en pla
e fon
tionne, lire la se
tion 7.3du livre de J. Jost. 5. Plongements 
ompa
tsThéorème 5.1 (Relli
h). Soit Ω ⊂ R

d un domaine borné. Alors, le plongement de H1
0 (Ω)dans L2(Ω) est une appli
ation 
ompa
te. 3



Preuve. Soit B la boule unité de H1
0 (Ω). Notre but est de montrer que B est relativement
ompa
te dans L2(Ω). Il su�t de montrer que pour 
haque ǫ > 0, il existe un re
ouvrementde B par un nombre �ni de boules de rayons ǫ dans L2(Ω).Considérons δ > 0 qui sera pré
isé plus tard. Étant donnée u ∈ B, il existe par dé�nitionde H1

0 (Ω), une fon
tion v ∈ C∞
0 (Ω) telle que

‖u− v‖2W 1,2 = ‖u− v‖2L2 +
d∑

i=1

‖Diu−Div‖
2
L2 < δ2.Estimons la distan
e dans L2(Ω) entre 
ette fon
tion v et sa régularisation vδ.

‖v − vδ‖
2
L2 =

∫

Ω

(

v(x)−

∫

|z|≤1

φ(z)v(x− δz) dz

)2

dx

=

∫

Ω

(∫

|z|≤1

φ(z)(v(x)− v(x− δz)) dz

)2

dx

≤

∫

Ω

(
∫

|z|≤1

φ(z)

∫ δ|z|

r=0

|∂rv(x− rz/|z|)| dr dz

)2

dx

=

∫

Ω

(
∫

|z|≤1

φ(z)1/2

(

(φ(z)1/2
∫ δ|z|

r=0

|∂rv(x− rz/|z|)| dr

)

dz

)2

dx

≤

∫

Ω

∫

|z|≤1

φ(z)

(
∫ δ|z|

r=0

|∂rv(x− rz/|z|)| dr

)2

dz dxLa dernière inégalité est une appli
ation de Cau
hy-S
hwarz, que l'on applique à nouveaupour obtenir
‖v − vδ‖

2
L2 ≤

∫

Ω

∫

|z|≤1

φ(z)

∫ δ|z|

r=0

dr

∫ δ|z|

r=0

|∂rv(x− rz/|z|)|
2 dr dz dx

≤

∫

|z|≤1

φ(z)δ|z|

∫ δ|z|

r=0

∫

Ω

|∂rv(x− rz/|z|)|
2 dx dr dz

≤

∫

|z|≤1

φ(z)δ2|z|2
∫

Ω

|Dv|2 dx dz

≤ δ2
∫

Ω

|Dv|2 dx ≤ (‖u‖H1 + ‖u− v‖H1)2 ≤ δ2(1 + δ)2.Pour 
haque u ∈ B, la fon
tion vδ véri�e don
 ‖u− vδ‖L2 ≤ δ + δ2(1 + δ)2.Considérons la boule régularisée
Bδ := {vδ : v ∈ C∞

0 (Ω), d(v, B)W 1,2 < δ}4



Étant donné w = vδ ∈ Bδ,
|w(x)| =

∣
∣
∣
∣

∫

|z|≤1

φ(z)v(x− ǫz) dz

∣
∣
∣
∣

≤

√
∫

|z|≤1

φ(z) dz

√
∫

|z|≤1

v2(x− δz) dz = ‖v‖2L2 ≤ 1 + δ.En utilisant le Lemme 4.3 on obtient aussi pour 
haque i = 1, · · · , d,
|∂iw(x)| = |∂i(vδ)(x)| = |(Div)δ(x)|

=

∣
∣
∣
∣

∫

|z|≤1

φ(z)Div(x− δz) dz

∣
∣
∣
∣

≤ ‖Divn‖L2 ≤ 1 + δ.Ce
i implique l'équi
ontinuité de la boule régularisée Bδ. Du théorème de Arzela-As
olion déduit don
 que 
ette boule est relativement 
ompa
te dans C(Ω). Elle est don
 aussirelativement 
ompa
te dans L2. ♣Exer
i
e 10. Pour Ω = R
d, le plongement H1

0 ⊂ L2 est-t-il 
ompa
t?6. Solutions faibles d'équations elliptiquesSur un domaine borné Ω ⊂ R
d, 
onsidérons des fon
tions mesurables bornées

aij , bj, c : Ω→ R.Supposons aussi la 
ondition de symétrie aij = aji véri�ée. On dé�nit une fon
tion I :
W 1,2(Ω)→ R par

I(u) =

∫

Ω

(
d∑

i,j=1

aij(x)Diu(x)Dju(x) + 2

d∑

j=1

bj(x)(Dju(x))u(x) + c(x)u(x)2

)

dx.Exer
i
e 11. Montrez que I est 
ontinue.Étant donnée φ ∈ H1
0 (Ω),

I(u+ tφ) = I(u)

+ 2t

∫

Ω

(
∑

i,j

aijDiuDjφ+
∑

j

bjuDjφ+ (
∑

j

bjDju+ cu)φ

)

dx+ t2I(φ).Si u minimise 
ette expression, alors pour 
haque φ ∈ H1
0 (Ω)

2A(u, φ) :=

∫

Ω

(
∑

j

(
∑

i

aijDiu+ bju

)

Djφ+ (
∑

j

bjDju+ cu)φ

)

dx = 0. (6.1)Si les fon
tions aij et bj sont assez régulières (par exemple de 
lasse C1) et si u ∈ C2(Ω),alors on peut intégrer par partie pour 
haque φ ∈ C∞
0 et ainsi obtenir

∑

j

∂j

(
∑

i

aijDiu+ bju

)

−
∑

j

bjDju− cu = 0. (6.2)5



Si on suppose de plus que la matri
e (aij(x)) est dé�nie positive pour 
haque x ∈ Ω alors
ette équation est elliptique.Dé�nition 6.1. Une fon
tion u ∈ W 1,2 est une solution faible de l'équation elliptique (6.2)si elle véri�e (6.1) pour 
haque φ ∈ H1
0 (Ω).6.1. Formulation abstraite du problème de Poisson. Sur un domaine borné Ω ⊂ R

d,
onsidérons des fon
tions mesurables bornées
aij , c : Ω→ Rvéri�antA. Symétrie: pour 
haque x ∈ Ω, aij(x) = aji(x).B. Ellipti
ité uniforme: il existe λ > 0 tel que pour 
haque x ∈ Ω,

∑

ij

aijξiξj ≥ λ|ξ|2 ∀ξ ∈ R
d.C. Les fon
tions aij et c sont bornées.C. La fon
tion c est positive.On dé�nit alors une forme bilinéaire A : H1

0(Ω)×H
1
0 (Ω)→ R par

A(u, v) =
1

2

∫

Ω

(
d∑

i,j=1

aij(x)Diu(x)Djv(x) + c(x)u(x)v(x)

)

dx.Dé�nition 6.2. Soit f ∈ L2(Ω). Une solution faible du problème de Poisson
d∑

j=1

∂j

(
d∑

i=1

aijDiu

)

− cu = f sur Ω,

u = 0 sur ∂Ω,est une fon
tion u ∈ H1
0 (Ω) véri�ant pour 
haque v ∈ H1

0 (Ω)

A(u, v) = (f, v)L2 .Exer
i
e 12. Montrez qu'il existe des 
onstante C, λ′ > 0 telle que pour 
haque u, v ∈ H1
0

|A(u, v)| ≤ C‖u‖H1

0
‖v‖H1

0
, A(v, v) ≥ λ′‖v‖2H1

0

.Dé�nition 6.3. Sur un espa
e de Hilbert H, une appli
ation bilinéaire 
ontinue symétrique
A : H ×H → R est dite elliptique ou 
oer
ive s'il existe λ′ ≥ 0 telle que pour 
haque v ∈ H,

A(v, v) ≥ λ′‖v‖2.Théorème 6.4. Soit A une forme bilinéaire 
ontinue elliptique sur un espa
e de Hilbert H.Soit L ∈ H⋆. Soit V un sous-ensemble 
onvexe fermé de H. Alors la fon
tion J : V → Rdé�nie par
J(v) :=

1

2
A(v, v) + L(v)atteint son unique minimum sur V . 6



Preuve. De l'ellipti
ité de A, on déduit
J(v) ≥ λ‖v‖2 − ‖L‖‖v‖.Soit c := inf{J(v) : v ∈ V } > −∞. Montrons qu'une suite minimisante un ⊂ V est deCau
hy. Puisque V et J sont 
onvexes,

c ≤ J(
un + um

2
) =

→c
︷ ︸︸ ︷

1

2
J(un) +

1

2
J(um)−

1

4
A(un − um, un − um).On a don
 A(un − um, un − um) → 0. L'ellipti
ité de A implique que ‖un − um‖ tend aussivers 0, d'où le fait que (un) soit de Cau
hy et 
onverge don
 vers u. Puisque J est 
ontinue,on a J(u) = limJ(un) = c. ♣Exer
i
e 13. Montre l'uni
ité du minimum u obtenu dans la preuve pré
édente.Exer
i
e 14. Si V est un sous-espa
e ve
toriel fermé de H, montrez qu'il existe un unique

u ∈ V tel que pour 
haque v ∈ V ,
A(u, v) + L(v) = 0.Théorème 6.5. Soit Ω ⊂ R

d un domaine borné sur lequel des fon
tions aij , c : Ω → Rvéri�ant les 
onditions A,B,C,D sont données. Pour 
haque f ∈ L2(Ω), l'équation
−
∑

j

∂j

(
∑

i

aijDiu+ bju

)

+ cu = f (6.3)admet une solution faible véri�ant u = 0 sur ∂Ω.Exer
i
e 15. La solution faible ainsi obtenu dépend-t-elle 
ontinûment de la fon
tion f ∈
L2?Exer
i
e 16. Soit ψ : Ω′ → Ω un di�éomorphisme entre deux domaines bornés de R

d,
ξ 7→ x(ξ) = ψ(ξ). Pour 
haque i, j = 1, · · · , d, on dé�nit

gij := ∂iψ · ∂jψ =
d∑

k=1

∂xd
∂ξi

∂xd
∂ξj

.(1) Montrez que la matri
e g = (gij) est dé�nie positive.(2) Soit u ∈ C2(Ω) et f ∈ C0(Ω) telles que ∆u = f. Utilisez la formulation faible de
ette équation pour montrer que
d∑

j=1

∂

∂ξj

(
√

|g|
d∑

i=1

gij
∂u

∂ξi

)

=
√

|g|f.

7


