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6. Relation d'équivalence

Soit E un ensemble. Un sous-ensemble R ⊂ E × E est appelé une
relation d'équivalence s'il véri�e les conditions suivantes :

(1) pour chaque a ∈ E, (a, a) ∈ R,
(2) si (a, b) ∈ R alors (b, a) ∈ R,
(3) si (a, b) ∈ R et (b, c) ∈ R alors (a, c) ∈ R.

On notera aRb plutôt que (a, b) ∈ R. Diverses autres notations
seront utilisées selon le contexte : a ∼ b, a ∼= b, a ≡ b et même a = b.

Soit ∼ une relation d'équivalence sur un ensemble E. La classe

d'équivalence de a ∈ E est le sous-ensemble

[a] = {b ∈ E : a ∼ b}.

Une partition de E est une famille de sous-ensembles non-vides dis-
joints de E dont l'union est E.

Proposition 6.1. Soit une relation d'équivalence sur un ensemble

E. Les classes d'équivalence forment une partition de E.

Exercice 6.2. Montrez que pour chaque partition P d'un ensemble

E, il existe une relation d'équivalence dont les classes sont les sous-

ensembles de cette partition.

6.1. Quelques exemples.

� Sur tout ensemble, l'égalité est une relation d'équivalence.
� Sur Mn(R),

A ∼ B ⇔ ∃T ∈ GL(n,R) : B = TAT−1

� Soit E l'ensemble des polygones dans le plan R2, la relation :

A ∼ B ⇔ il existe ψ ∈ Isom(R2) telle que ψ(A) = B

est une relation d'équivalence.
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Exercice 6.3. Soit E un ensemble. Est-ce que R = E × E est une

relation d'équivalence ? Si oui, quelles sont ses classes d'équivalence ?

Exercice 6.4. Est-ce que a ∼ b⇔ a ≤ b est une relation d'équivalence

sur R ? Si oui, quelles sont ses classes d'équivalence ?

Exercice 6.5. Soit D une droite du plan R2 contenant l'origine. Mon-

trez que la relation

a ∼ b⇔ a− b ∈ W
est une relation d'équivalence. Interpréter géométriquement les classes

d'équivalence de cette relation.

7. Le groupe Zn

Soit n ∈ N. Rappelons que

nZ = {nk : k ∈ Z}

est un sous-groupe de Z. On dé�nit sur Z la relation d'équivalence

a ∼ b⇔ a− b ∈ nZ.

L'ensemble des classes d'équivalence de cette relation est noté Zn.

Exercice 7.1. Montrez que

Zn = {[0], [1], [2], · · · , [n− 1]}.

Sur Zn on dé�nit une opération de la manière suivante:

[a] + [b] = [a+ b].

L'opération sur les classes est dé�nie en utilisant des représentants
des classes, il faut donc véri�er que cette dé�nition ne dépend pas du
choix des représentants. Si [a′] = [a] et [b′] = [b], on doit voir que
[a′ + b′] = [a + b]. Or, [a′] = [a] signi�e a ∼ b. C'est-à-dire qu'il existe
k ∈ Z tel que a′ = a+ nk. De même, il existe l ∈ Z tel que b′ = b+ nl.
On a donc

a′ + b′ = (a+ nk) + (b+ nl) = a+ b+ n(k + l).

Ceci signi�e que a′ + b′ ∼ a+ b.

Proposition 7.2. L'ensemble Zn muni de l'opération [a]+ [b] = [a+ b]
est un groupe. Son élément neutre est [0].

Démonstration.

� Puisque [0] ∈ Zn, cet ensemble n'est pas vide.
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� Soit [a], [b], [c] ∈ Z. On utilise la dé�nition de l'opération :

([a] + [b]) + [c] = [a+ b] + c

= [(a+ b) + c] = [a+ (b+ c)] par transitivité de l'addition dans Z
= [a] + [b+ c]

= [a] + ([b] + [c]).

� [0] + [a] = [0 + a] = [a] et [a] + [0] = [a+ 0] = [a].
� [a] + [−a] = [a+ (−a)] = [0] et [−a] + [a] = [(−a) + a] = [0].

�

Ce groupe est abélien.

Exercice 7.3.
� Quel est le sous-groupe de Z7 engendré par [4] ?
� Quel est le sous-groupe de Z8 engendré par [4] ?
� Quels sont tous les sous-groupes de Z7 ?

� Quels sont tous les sous-groupes de Z8 ?

Exercice 7.4. Montrez que le groupe Z4 est isomorphe à un sous-

groupe du groupe dihédral D4.

Exercice 7.5. Dressez la liste de tous les sous-groupes de S3. Certains

de ces sous-groupes sont-t-ils isomorphes entre eux ?


