
TRANSFORMATIONS DE MÖBIUSALEXANDRE GIROUARD
12. Transformation de MöbiusOn pose C

∞
= C ∪ {∞}. Le symbole ∞ n'a pas le sens habituel,'est un symbole qu'on manipulera formellement. On aurait tout aussibien pu le noter ♥.Étant donnés quatre nombres omplexes a, b, c, d ∈ C tels que ad −

bc 6= 0 on dé�nit l'appliation T : C
∞

→ C
∞

par :
T (z) =

az + b

cz + dave les règles de manipulation 1/0 = ∞, 1/∞ = 0 et ∞/∞ = 1.Remarque 12.1. Si c 6= 0:
T (z) =

az + b

cz + d
pour z ∈ C \ {−d/c},

T (−d/c) = ∞, et T (∞) = a/c.Si c = 0 :
T (z) =

az + b

d
pour z ∈ C et T (∞) = ∞.Si on représente les nombres a, b, c, d par une matrie

A =

(

a b
c d

)

,alors la ondition ad− bc 6= 0 s'exprime simplement det(A) 6= 0. C'est-à-dire que la matrie A est dans GL2(C).On notera TA la transformation de Möbius assoiée à la matrie
A ∈ GL2(C).Exemple 12.2. Considérons f(z) = z+2

z
, g(z) = z+1

z−1
et h(z) = 3z−1

z+1
.Montrons que f(g(z)) = h(z). 1



2 ALEXANDRE GIROUARDPour z ∈ C \ {−1, 1}, g(z) ∈ C \ {0} et don
f(g(z)) =

g(z) + 2

g(z)
=

z+1

z−1
+ 2

z+1

z−1

=
3z − 1

z + 1
= h(z),Aussi, g(1) = ∞ et don f(g(1)) = f(∞) = 1 = h(1). De plus, g(−1) =

0 et don f(g(−1)) = f(0) = ∞ = h(∞). Finalement g(∞) = 1, d'où
f(g(∞)) = f(1) = 3 = h(∞).Exemple 12.3. Les translations, les rotations et les ré�exions sont destransformations de Möbius préservant le point ∞. L'inverstion 1/z estune transformation de Möbius.Il est lair que si on remplae a, b, c, d par les multiples λa, λb, λc, λd(ou λ ∈ C \ {0}) alors la transformation de Möbius assoiée ne hangepas. La proposition suivante montre que 'est la seule manière demodi�er les oe�ients qui ne hange pas la transformation.Proposition 12.4. Soient a, b, c, d, α, β, γ, δ ∈ C tels que

(ad − bc)(αδ − βγ) 6= 0.Supposons que
az + b

cz + d
=

αz + β

γz + δ
.Alors, il existe un nombre λ ∈ C \ {0} tel que

(

a b
c d

)

= λ

(

α β
γ δ

)

.Exerie 12.5. Soient
f(z) =

az + b

cz + d
et g(z) =

αz + β

γz + δdeux transformations de Möbius. Montrez que la omposition f ◦ g estla transformation de Möbius
T (z) =

Az + B

Cz + Doù les oe�ients A, B, C, D sont donnés par le produit matriiel
(

A B
C D

)

=

(

a b
c d

) (

α β
γ δ

)

.N'oubliez pas de faire attention aux divisions par zéros et au symbole
∞.



TRANSFORMATIONS DE MÖBIUS 3Théorème 12.6.(1) Une transformation de Möbius est une bijetion de C
∞
.(2) L'ensemble M des transformations de Möbius muni de la om-position est un groupe. Son élément neutre est l'appliationidentité T (z) = z. L'inverse d'une transformation de Möbius

T (z) =
az + b

cz + dest donné par
T−1(z) =

dz − b

−cz + a
.Remarque 12.7. L'appliation φ : GL2(C) → M dé�nie par

φ(A) = TAest un homomorphisme. Cet homomorphisme est surjetif, mais pasinjetif puisque pour haque λ ∈ C \ {0} TλI = TI est l'identité.Exerie 12.8. Trouvez un sous-groupe de M isomorphes à Z.Exerie 12.9. Soit T une transformation de Moebius. Montrez qu'ilexiste des oe�ents a, b, c, d tels que ad − bc = 1 tels que
T (z) =

az + b

cz + d
.Exerie 12.10. Soit f(z) = 2z+1

3z+4
. Exprimez f par une ompositionde rotations, dilatations, translations et inversions omplexes.Exerie 12.11.(1) Quel est l'ordre du sous-groupe de M engendré par

T (z) =
1

iz
?(2) Quel est l'ordre du sous-groupe de M engendré par

T (z) =
1

πz
?


