
1) UN ESPACE DE BANACH EST UN ESPACE NORMÉ COMPLETLe titre de e premier ours est la dé�nition d'un des onepts qui nous intéressera toutau long de ette session :Un espae de Banah est un espae normé omplet.Rappelons le sens de ette phrase.Un espae normé est un espae vetoriel E sur le orps K, qui sera toujours elui desnombres réels R, ou des nombres omplexes C, muni d'une appliation ‖ · ‖ : E → [0,∞[véri�ant(1) pour haque λ ∈ K et haque x ∈ E,
‖λx‖ = |λ|‖x‖,(2) pour haque x, y ∈ E,

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,(3) pour haque x ∈ E, ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0.Une telle appliation ‖ · ‖ est appelée une norme.Exerie 1.a) Rappelez la dé�nition d'une distane et d'un espae métrique. Comment obtient-t-onun espae métrique à partir d'un espae normé ?b) Rappelez la dé�nition d'un espae topologique. Comment obtient-t-on un espaetopologique à partir d'un espae métrique ?Rappelons aussi que dans un espae métrique (X, d), une une suite (xn)n∈N est de Cauhysi pour haque ǫ > 0, il existe Nǫ ∈ N tel que
m,n ≥ Nǫ =⇒ d(xm, xn) < ǫ.Un espae métrique est omplet si toutes ses suites de Cauhy onvergent.Exerie 2.a) Donnez deux distanes d1 et d2 induisant la même topologie sur un ensemble X,mais telles que (X, d1) est un espae métrique omplet alors que (X, d2) est un espaemétrique qui n'est pas omplet. Cei signi�e que la propriété être omplet est denature métrique, pas topologique.b) Deux normes ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2 sur un même espae vetoriel E induisant la mêmetopologie sont dites équivalentes. Soient ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2 deux normes équivalentes surun même espae vetoriel normé E. Montrez que (E, ‖·‖1) est omplet si et seulementsi (E, ‖ · ‖2) est omplet. 1



Exerie 3. Soit E un espae vetoriel normé. Montrez que pour haque x, y ∈ E,
∣

∣‖x‖ − ‖y‖
∣

∣ ≤ ‖x− y‖.En déduire que l'appliation ‖ · ‖ : X → R est ontinue.Exerie 4. Soit (E, ‖ · ‖) un espae de Banah. Soit F ⊂ E un sous-espae vetoriel de E.La restrition de ‖ · ‖ à F en fait un espae vetoriel normé. Montrez qu'il est omplet si etseulement si F est un sous-espae fermé.1.1. Quelques exemples. Soit 1 ≤ p < ∞. Pour x ∈ Rn, on dé�nit
‖x‖p = (|x1|

p + |x2|
p + · · ·+ |xn|

p)1/p.Il déoule de l'inégalité de Minkowski
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+
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,que ette formule dé�nit une norme. On peut aussi munir Rn de la norme
‖x‖∞ = max{|x1|, |x2|, · · · , |xn|}.Proposition 1.1. Pour haque p ∈ [1,∞], Rn muni de la norme ‖ · ‖p est un espae deBanah.Exerie 5. Pour p = 1, 2, 10,∞, dessinez la boule unité de (R2, ‖.‖p).Soit 1 ≤ p < ∞. L'espae des suites ℓp = ℓp(N) est omposé de toutes les suites x = (xk)k∈Nde nombres réels telles que

∞
∑

k=1

|xk|
p < ∞.Proposition 1.2. Pour haque 1 ≤ p ≤ ∞, ℓp est un espae vetoriel sur R.La norme de x ∈ ℓp est dé�nie par

‖x‖p =

(

∞
∑

k=1

|xk|
p

)1/p

.Proposition 1.3. L'espae vetoriel normé (ℓp, ‖.‖p) est un espae de Banah.2



Démonstration. Montrons, pour 1 ≤ p < ∞, que l'espae ℓp est omplet. Soit x(n) une suitede Cauhy de ℓp. Étant donné ǫ > 0, il existe Nǫ tel que m,n ≥ Nǫ =⇒ ‖x(n) − x(m)‖p < ǫ.En d'autres mots,
m,n ≥ Nǫ =⇒

∞
∑

k=1

|x
(n)
k − x

(m)
k |p < ǫp.En partiulier, étant donnés m,n ≥ Nǫ, on a pour haque k ∈ N, |x(n)

k − x
(m)
k | < ǫ. Lasuite (x

(n)
k )n∈N est don une suite de Cauhy dans R. Posons yk = limn→∞ x

(n)
k . La suite

y = (yk)k∈N est notre andidat pour la limite de x(n). Fixons K ∈ N. Pour m,n ≥ Nǫ,
K
∑

k=1

|x
(n)
k − x

(m)
k |p ≤ ǫp.En passant à la limite m → ∞ on obtient

K
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|x
(n)
k − yk|

p ≤ ǫp.Comme K est arbitraire, on obtient
∞
∑

k=1

|x
(n)
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p ≤ ǫp.Cei montre que la suite x(n) − y = (x
(n)
k − yk)k∈N est un élément de ℓp. Comme ℓp est unespae vetoriel, la suite y = x(n) − (x(n) − y) est aussi un élément de ℓp. De plus, l'inégalitépréédente s'exprime aussi
‖x(n) − y‖p ≤ ǫ.En d'autres mots, x(n) → y dans ℓp. �Exerie 6. On dé�nit aussi ℓ∞, l'ensemble des suites bornées, qu'on munit de la norme

‖x‖∞ = sup{|xk| : k ∈ N}.Montrez que ℓ∞ est un espae de Banah.Soit (K, d) un espae métrique ompat. L'ensemble C(K) des fontions ontinues sur Kpeut-être muni de la norme
‖f‖0 = max

x∈K
|f(x)|.Proposition 1.4. L'espae C(K) muni de la norme ‖.‖0 est omplet.Exerie 7. Si K = [a, b] on peut aussi dé�nir une deuxième norme sur C(K) :

‖f‖ =

(
∫ b

a

f(x)2 dx

)1/2

.a) Montrez que 'est bien une norme.b) Montrez que l'espae ainsi obtenu n'est pas omplet.3



Exerie 8. Soit E = C([0, 1]) muni de la norme du suprémum. Soit F l'ensemble desfontions polynomiales sur e même intervalle. Est-e que F muni de la norme du suprémumest un espae de Banah ?
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