
2) LINÉARITÉ ET CONTINUITÉSoient E et F deux espaes vetoriels normés. Une appliation linéaire T : E → F n'estpas néessairement ontinue. Par exemple, munissons E = C∞([0, 1]) de la norme dé�niepar ‖f‖0 = maxx∈[0,1] |f(x)|. L'appliation T : E → R dé�nie par
Tf = f ′(0)est linéaire, mais pas ontinue. En e�et, la suite de fontion x 7→ fn(x) = xn/n onvergevers 0, mais Tfn = 1 pour haque n.Il est don intéressant de aratériser les appliations linéaires ontinues.Proposition 2.1. Considérons une appliation linéaire T : E → F . Les énonés suivantssont équivalents :(1) L'appliation T est ontinue.(2) Elle est ontinue en 0 ∈ E.(3) Il existe une onstante C ≥ 0 telle que pour haque x ∈ E, ‖T (x)‖F ≤ C‖x‖E .(4) sup {‖Tx‖F : x ∈ E et ‖x‖E = 1} < ∞.En vue de la propriété (4), une appliation linéaire ontinue est aussi appelée une appli-ation linéaire bornée.Proposition 2.2. Si E est un espae vetoriel de dimension �nie, alors la linéarité de Timplique sa ontinuité.Pour montrer ette proposition nous utiliserons leLemme 2.3. Soit E un espae normé de dimension �nie. Soit (e1, · · · , en) une base de E.Alors il existe une onstante C ≥ 1 telle que pour haque c ∈ R

n,
1

C
‖c‖2 ≤ ‖c1e1 + · · ·+ cnen‖E ≤ C‖c‖2.Démonstration du lemme. L'appliation Φ : Rn → E dé�nie par

Φ(c) = ‖c1e1 + · · ·+ cnen‖Eest ontinue. Comme la sphère S = {c ∈ R
n : c21 + · · ·+ c2n = 1} est ompate, Φ y atteintson minimum m et son maximum M . Le fait que (e1, · · · , en) soit une base empêhe m des'annuler. Pour 0 6= c ∈ R

n quelonque,
Φ(c) = ‖c‖2‖

1

‖c‖2
(c1e1 + · · ·+ cnen)‖E ∈ [m‖c‖2,M‖c‖2].Il su�t don de prendre C = max{M, 1/m}. �Démonstration de la Proposition 2.2. Soit (e1, · · · , en) une base de E. Pour x = c1e1+ · · ·+

cnen tel que ‖x‖ = 1, on déduit du Lemme préédent que ‖c‖2 ≤ C. En partiulier, |ci| ≤ Cpour haque i = 1, · · · , n. On a don,
‖Tx‖F ≤ |c1|‖T (e1)‖+ · · ·+ |cn|‖T (en)‖ ≤ C (‖T (e1)‖+ · · ·+ ‖Ten‖) .
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Corollaire 2.4. Si E est un espae vetoriel de dimension �nie, alors les normes sur E sonttoutes équivalentes.Exerie 1. Prouvez e orollaire.L'ensemble des appliations linéaires ontinues de E vers F est noté L(E, F ). C'est unespae vetoriel. La formule
‖T‖ = sup {‖Tx‖F : x ∈ E et ‖x‖E = 1}dé�nit une norme sur L(E, F ). On l'appelle la norme opérateur.Proposition 2.5. Si F est omplet, alors L(E, F ) muni de la norme opérateur est un Espaede Banah.Démonstration. Soit (Tn)n∈N une suite de Cauhy dans L(E, F ). Pour haque x ∈ E, lasuite Tn(x) est aussi de Cauhy, dans F . Elle onverge don. On dé�nit

T (x) := lim
n→∞

Tn(x).L'appliation T : E → F est linéaire. Montrons qu'elle est ontinue. Comme la suite (Tn)est de Cauhy, elle est bornée. Soit C = supn∈N ‖Tn‖. Étant donné x ∈ E, il déoule de laontinuité de la normme que
‖T (x)‖ = ‖ lim

n→∞
Tn(x)‖ = lim

n→∞
‖Tn(x)‖ ≤ sup

n∈N
‖Tn‖‖x‖ ≤ C‖x‖.D'après le point (4) de la proposition préédente, T est borné.Il reste à voir que Tn → T . On utilise la méthode maintenant habituelle. Comme (Tn) estune suite de Cauhy, ∀ǫ > 0, ∃Nǫ ∈ N

m,n ≥ Nǫ =⇒ ∀‖x‖ = 1 ‖Tn(x)− Tm(x)‖ ≤ ǫ.En laissant m → ∞ on obtient don pour haque x de norme un, ‖Tn(x) − T (x)‖ ≤ ǫ, dèsque n ≥ Nǫ. �Exerie 2. Soit E = F = C([0, 1]). On munit E de la norme
‖f‖0 = sup

x∈[0,1]

|f(x)|et F de la norme
‖f‖ =

(
∫ 1

0

f 2(x) dx

)1/2

.Est-e que les appliations Φ : E → F et Ψ : F → E dé�nies par
Φ(f) = f, Ψ(f) = fsont ontinues ? Quelles sont leurs normes ?Dans le as partiulier où F est le orp de base K, on note E⋆ = L(E,K).2



Exerie 3. Soit K un espae métrique ompat. Considérons l'espae de Banah E = C(K)muni de la norme du supremum. Étant donné un point x ∈ K, la fontion évaluation en x,
ex : C(K) → R est dé�nie par

ex(f) = f(x).a) Montrez que ex est une appliation linéaire ontinue.b) Calulez sa norme.) Si on munit C([0, 1]) de la norme
‖f‖ =

(
∫ 1

0

f 2(x) dx

)1/2

,est-e que la fontion évaluation en x est ontinue ?Exerie 4. Soit c(N), l'ensemble des suites (xn) réelles onvergentes, muni de la norme dusupremum.a) Montrez que c(N) muni de ette norme est un espae de Banah.b) Montrez que l'appliation l : c(N) → R dé�nie par
l(x) = lim

n→∞
xnest un élément du dual de c(N).) Quelle est sa norme ?Opérateur intégral. Soit E = C([0, 1]) muni de la norme du supremum. Étant donnéeune fontion ontinue k : [0, 1] × [0, 1] → R, on dé�nit l'opérateur intégral de Fredholm

K : C([0, 1]) → C([0, 1]) par
Kf(x) =

∫ 1

0

k(x, y)f(y) dy.Proposition 2.6. L'opérateur K est borné et sa norme est
‖K‖ = max

0≤x≤1

∫ 1

0

|k(x, y)| dy.Exerie 5. Prouvez ette proposition dans le as où k(x, y) ≥ 0 pour haque x, y.
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