
3) COMPACITÉ DANS LES ESPACES DE FONCTIONS CONTINUESQuelques rappels de topologie.� Un espae topologique X est ompat si de tout reouvrement de X par des ouvertson peut obtenir un sous-reouvrement �ni.� Un sous-ensemble A deX hérite naturellement d'une topologie, dite topologie induite.Les ouverts de ette topologie sont les intersetions d'ouverts de X ave A.� Un sous-ensemble A est dit ompat s'il est ompat lorsque muni de ette topologieinduite.� Si X est un espae métrique, alors un sous-ensemble A ⊂ X est ompat si etseulement si toute suite (xn)n∈N ⊂ A admet une sous-suite qui onverge vers unpoint x ∈ A.� Un sous-ensemble A est relativement ompat si son adhérene est un sous-espaeompat.� L'adhérene d'un sous-ensemble A ⊂ X est le plus petit fermé de X ontenant A.C'est-à-dire adh A = ∩{F : F est fermé et A ⊆ F}.On appelle parfois l'adhérene la fermeture de A. On la note aussi A.� Un espae topologique est séparable s'il admet un sous-espae dénombrable dense.Exerie 1. Montrez qu'un espae métrique ompat est borné et séparable.Soit K un espae métrique ompat. L'espae des fontions ontinues sur K, C(K) =
C(K,R) est muni de la norme

‖f‖ = max
x∈K

|f(x)|.C'est un espae de Banah. On prouve e fait de manière analogue à e qui avait été fait aupremier ours dans le as partiulier K = [0, 1].Dans e ours nous donnerons une aratérisation des sous-ensembles relativement om-pats de C(K) en terme d'équiontinuité.Dé�nition 3.1. Une famille de fontions A ⊂ C(K) est uniformément équiontinue si pourhaque ǫ > 0, il existe δ > 0 tel que pour haque f ∈ A,
d(x, y) < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ǫ.Exerie 2. Une famille de fontions A ⊂ C(K) est équiontinue si pour haque x ∈ X ethaque ǫ > 0, il existe δ > 0 tel que pour haque f ∈ A,
d(x, y) < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ǫ.Utilisez la ompatité de K pour montrer que toute famille équiontinue est uniformementéquiontinue. 1



Théorème 3.2 (Arzelà�Asoli). Soit K un espae métrique ompat. Un sous-ensemble Ade C(K) est relativement ompat si et seulement s'il est borné et équiontinu.Démonstration.
=⇒ Soit A un sous-ensemble relativement ompat de C(K). Il est borné. Soit ǫ > 0.Puisque A ⊂ ∪f∈ABǫ(f), on déduit de la ompaité de A qu'il existe un nombre�ni de fontions f1, · · · , fn telles que A ⊂ ∪n

i=1
Bǫ(fi). Chaque fi est une fontionontinue sur K. Elle y est don uniformément ontinue puisque K est ompat : ilexiste δ > 0 tel que pour haque i = 1, 2, · · · , n

d(x, y) < δ ⇒ |fi(x)− fi(y)| < ǫ.Soit f ∈ A. De la propriété de reouvrement de A on déduit qu'il existe i tel que
‖f − fi‖ < ǫ. On a don pour haque x, y ∈ K tels que d(x, y) < δ,

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fi(x)|+ |fi(x)− fi(y)|+ |fi(y)− f(y)| ≤ 3ǫ.La famille de fontions A est don équiontinue.
⇐= On montrera que haque suite de fontions (fn)n∈N omprise dans A admet une sous-suite onvergente.Comme K est un espae métrique ompat, il est séparable : il existe une suite depoints (xj)j∈N dense dans K.Par hypothèse, A est borné, il existe don une sous-suite (f1,n)n∈N telle que (f1,n(x1))n∈Nonverge. De ette sous-suite on peut extraire une nouvelle sous-suite (f2,n)n∈Ntelle que (f2,n(x2))n∈N onverge à son tour. En répétant e proessus, on obtientpour haque k ∈ N une sous-suite (fk,n)n∈N telle que (fk,n(xj))n∈N onverge pourhaque j = 1, 2, · · · , k. On onsidère la suite �diagonale� gn = fn,n. Il est lair que

(gn(xj))n∈N onverge pour haque j ∈ N.Soit ǫ > 0. De l'équiontinuité des fontions gn, on déduit l'existene de δ > 0 telque pour haque n ∈ N,
d(x, y) < δ =⇒ |gn(x)− gn(y)| < ǫ.La suite (xj)j∈N est dense dans K qui est ompat, il existe don L ∈ N tel que

K = ∪L
j=1

Bδ(xj).Comme la suite (gn(xj))n∈N est onvergente, elle est aussi de Cauhy : il existe N ∈ Ntel que m,n ≥ N implique |gn(xj) − gm(xj)| < ǫ pour haque j = 1, 2, · · · , L. Enpartiulier, pour haque x ∈ K, il existe j ∈ {1, 2, · · · , L} tel que x ∈ Bδ(xj). Pour
m,n ≥ N on a don
|gn(x)− gm(x)| ≤ |gn(x)− gn(xi)|+ |gn(xi)− gm(xi)|+ |gm(xi)− gm(x)| < 3ǫ.La suite (gn)n∈N est don de Cauhy dans C(K), qui est omplet. Elle onverge don.

�Corollaire 3.3. Soit K un espae métrique ompat. Un sous-ensemble de C(K) est ompatsi et seulement s'il est fermé, borné et équiontinu.2



Exemple 3.4. Soit fn : [0, 1] → R une suite de fontions ontinûment dérivables telles quepour haque n ∈ N et haque x ∈ [0, 1]� |fn(x)| ≤ 1,� |f ′

n(x)| ≤ 1.La suite (fn)n∈N admet une sous-suite qui onverge uniformément.Exerie 3. Construisez un sous-ensemble borné de C([0, 1]) qui n'est pas relativement om-pat.Exerie 4. Soit K un espae métrique ompat.a) Montrez que
A = {f : K → R : f est lipshitzienne de onstante ≤ M}n'est pas ompat dans C(K).b) Soit x0 ∈ K. Montrez que

{f ∈ A : f(x0) = 0}est ompat dans C(K).3.1. Opérateurs ompats. Soient E et F deux espaes vetoriels normés. Une applia-tion linéaire T : E → F est dite ompate si l'image de la boule unité
BE := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}est relativement ompate dans Y .Exerie 5. Montrez qu'une appliation linéaire ompate est ontinue.Les opérateurs ompats les plus importants en analyse sont presque tous des opérateursd'inlusion.Proposition 3.5. Soit E = C1([0, 1]) muni de la norme

‖f‖ = sup |f(x)|+ sup |f ′(x)|.Soit F = C([0, 1]) muni de la norme ‖f‖ = sup |f(x)|. L'inlusion i : E → F dé�nie par
if = f est un opérateur ompat.Démonstration. La ondition ‖f‖E ≤ 1 implique |f ′(x)| ≤ 1 pour haque x ∈ [0, 1]. On endéduit pour haque x, y ∈ [0, 1] que

|f(x)− f(y)| ≤ |x− y|.En partiulier, la famille i(BE) ⊂ F = C([0, 1]) est uniformément équiontinue. Commmeelle est aussi bornée, le théorème d'Arzela�Asoli implique que i(BE) est relativement om-pat. �Exerie 6. Utilisez le théorème d'Arzelà�Asoli pour montrer que l'opérateur intégral deFredholm K : C([0, 1]) → C([0, 1]) est ompat.3


