
4) DUALITÉLe dual d'un espae vetoriel normé E sur K ∈ {R,C} est
E∗ = L(E,R) = {α : E → R : α est linéaire et ontinue} .Ses éléments sont appelés des fontionnelles linéaires sur E. Il est muni de la norme dé�niepar

‖α‖ := sup
x∈BE

|α(x)|qui en fait un espae de Banah, ar K est omplet.Quelques exemples. Sur l'espae E = Rn, les appliations oordonnées φi : E → Rdé�nies par
φi(x) = xi (i = 1, 2, · · · , n)sont des fontionnelles de norme 1 sur Rn.Exerie 1.a) Montrez que (φ1, φ2, · · · , φn) est une base du dual de Rn.b) Montrez que l'appliation Φ : Rn → (Rn)⋆ dé�nie par
Φ(x) = x1φ1 + · · ·+ xnφnest un isomorphisme d'espae de Banah.Exerie 2. Soit 1 ≤ p ≤ ∞.a) Sur l'espae des suites ℓp, montrez que les appliations φi : ℓp → R dé�nies par

φi(x) = xi (où i ∈ N) sont des éléments du dual.b) Quelles sont leurs normes ?) Ces appliations forment-t-elles une base de l'espae vetoriel (ℓp)⋆ ?Exemple 4.1. Soit K un espae métrique ompat. Considérons l'espae de Banah C(K)muni de la norme du supremum. Étant donné un point x ∈ K, la fontion évaluation en x,
ex : C(K) → R est dé�nie par

ex(f) = f(x).Vous avez montré à l'exerie 3.10 que ex est linéaire et ontinue. C'est don un élément dudual de C(K). Plus généralement, étant donnée une mesure µ sur la tribu de Borel de K,l'appliation Iµ : C(K) → R dé�nie par
Iµ(f) =

∫

K

f dµest une appliation linéaire ontinue. En fait, haque élément du dual de C(K) est deette forme. C'est une onséquene d'un théorème de représentation de Riesz, dont nous neparlerons probablement plus dans e ours. 1



4.1. Le dual de ℓ1. Étant donné x ∈ ℓ∞, dé�nissons αx : ℓ1 → R par
αx(y) =

∞∑

k=1

xkyk.On a alors pour haque y ∈ ℓ1 :
|αx(y)| = |

∞∑

k=1

xkyk| ≤ ‖x‖∞‖y‖1.Cei montre que αx ∈ (ℓ1)⋆ et ‖αx‖ ≤ ‖x‖∞.Proposition 4.2. L'appliation α : ℓ∞ → (ℓ1)⋆ dé�nie par x 7→ αx est un isomorphismed'espae de Banah.Démonstration.� Montrons que ‖αx‖ = ‖x‖∞. On onsidère une suite (kn)n∈N telle que
lim
n→∞

|xkn | = ‖x‖∞.On obtient
‖αx‖ ≥ |αx(ekn)| = |xkn| → ‖x‖∞.L'appliation α : ℓ∞ → (ℓ1)⋆ dé�nie par x 7→ αx est don une isométrie.� Cette appliation est surjetive. En e�et, soit η ∈ (ℓ1)⋆ et posons xk = η(ek). On adon ‖xk‖ ≤ ‖η‖ et (xk)k∈N ∈ ℓ∞. De plus, pour y ∈ ℓ1, puisque

y = lim
n→∞

n∑

k=1

ykekil déoule de la ontinuité de η que
η(y) = η( lim

n→∞

n∑

k=1

ykek)

= lim
n→∞

n∑

k=1

ykη(ek) = αx(y).� Une isométrie surjetive est inversible. Son inverse est aussi une isométrie.
�Dans et exemple, le dual de ℓ1 est omplètement aratérisé :

(ℓ1)⋆ ∼= ℓ∞.C'est un théorème de représentation :haque η ∈ (ℓ1)⋆ est uniquement représenté par unélément de ℓ∞.Exerie 3. Soient p, q ∈ (1,∞) tels que 1/p+ 1/q = 1. Montrez que l'appliation
α : ℓp → (ℓq)⋆dé�ni par αx(y) =

∑
∞

k=1 xkyk est une isométrie en suivant les étapes suivantes :a) Montrez que αx est ontinue et que ‖αx‖ ≤ ‖x‖p.2



b) Étant donné x ∈ ℓp, on dé�nit une suite y = (yk)k∈N par
yk = signe(xp)‖x‖1−p

p |xk|
p−1.Montrez que y ∈ ℓq et que ‖y‖q = 1.) Véri�ez que |αx(y)| = ‖x‖p.En fait, l'appliation est un isomorphisme d'espae de Banah. Pour le voir, il faudrait aussimontrer qu'elle est surjetive.4.2. Le théorème de Hahn�Banah. Soit E un espae vetoriel normé.Question 4.3. Est-e qu'il existe une fontionnelle α ∈ E⋆ qui n'est pas nulle ?Cette question pourrait sembler triviale puisque dans tous les exemples d'espae vetorielnormé que nous avons vu, des éléments du dual ont été onstruits expliitement. Néanmoins,il n'est pas faile de répondre à la question générale.Théorème 4.4 (de Hahn�Banah). Soit E un espae vetoriel normé sur R. Soit F unsous-espae vetoriel de E. Pour haque φ ∈ F ∗, il existe Φ ∈ E∗ tel que pour haque x ∈ F ,

Φ(x) = φ(x) et telle que
‖Φ‖E∗ = ‖φ‖F ∗.Corollaire 4.5. Soit E un espae vetoriel normé sur R. Pour haque x ∈ E non nul, ilexiste φ ∈ E∗ tel que φ(x) = 1.Exerie 4.a) Montrez qu'il existe une fontionnelle L ∈ (ℓ∞)⋆ telle que ‖L‖ = 1 et telle que pourhaque suite x = (xn)n∈N onvergente,
L(x) = lim

n→∞

xn.b) Étant donné y ∈ ℓ1, dé�nissez βy ∈ (ℓ∞)⋆ par
βy(x) =

∞∑

k=1

ykxk.(1) Véri�ez que βx est ontinue et montrez que β est une isométrie.(2) Montrez que pour haque y ∈ ℓ1,
βy 6= L.Vous venez de montrer qu'il existe une fontionnelle sur ℓ∞ qui n'est pas représentée parun élément de ℓ1.La preuve du théorème de Hahn�Banah repose sur une version de l'axiome du hoixappelé Lemme de Zorn. 3



Ensemble ordonné et Lemme de Zorn. Soit S un ensemble. Une relation d'ordre sur
S est une relation ≺ entre ertaines paires d'éléments de S véri�ant pour haque x, y, z ∈ Sles propriétés suivantes :� x ≺ x,� si x ≺ y et y ≺ z, alors x ≺ z,� si x ≺ y et y ≺ x, alors x = y.Un ensemble ordonné est un ensemble muni d'une relation d'ordre.Exemple 4.6.� La relation �plus petit ou égal à� est une relation d'ordre sur R et aussi sur haunde ses sous-ensembles.� Sur l'ensemble N, la relation p divise q (notée p∣∣q) est une relation d'ordre. Re-marquez qu'il existe des nombres p et q tels que p ne divise pas q et q ne divise pas

p.� Soit X un ensemble. Soit S l'ensemble des sous-ensembles de X. La relation A ⊂ Best une relation d'ordre sur S.� Soit G un groupe. Soit S l'ensemble de tous les sous-groupes de G, alors la relationêtre un sous-groupe est une relation d'ordre.Soit (S,≺) un ensemble ordonné.� Un élément x ∈ S est un majorant d'un sous-ensemble A ⊂ S si pour haque y ∈ A,
y ≺ x.� Un élément x ∈ S est dit maximal si pour haque y ∈ S, x ≺ y =⇒ x = y.� Un sous-ensemble A ⊂ S est appelé une haîne si pour haque x, y ∈ A, x ≺ y ou
y ≺ x.Théorème 4.7 (Lemme de Zorn). Soit (S,≺) un ensemble ordonné. Si haque haîne de Sadmet un majorant, alors S admet un élément maximal.Preuve du théorème de Hahn�Banah.Lemme 4.8. Soit E un espae vetoriel normé sur R. Soit F ( E un sous-espae vetoriel.Soit y ∈ E \ F . Posons G = F + Ry. Pour haque φ ∈ F ⋆, il existe Φ ∈ G⋆ telle que pourhaque x ∈ F , Φ(x) = φ(x) et telle que ‖Φ‖ = ‖φ‖.Preuve du lemme. On suppose pour simpli�er que ‖φ‖ = 1. On herhe une fontionnellede la forme Φ(x + ty) = φ(x) + tΦ(y) où on devra hoisir a := Φ(y) de telle sorte que pourhaque x ∈ F, t ∈ R

|φ(x) + ta| ≤ ‖x+ ty‖.En divisant par t 6= 0 et en posant z = x/t, ei est équivalent à
|φ(z) + a| ≤ ‖z + y‖ ∀z ∈ F.En d'autres mots, on aura terminé la preuve si on trouve une onstante a ∈ R véri�ant etteontrainte. Celle-i est équivalente à trouver a ∈ R tel que pour haque z ∈ F ,

−φ(z)− a ≤ ‖z + y‖,

φ(z) + a ≤ ‖z + y‖.4



En d'autres termes,
−φ(z)− ‖z + y‖
︸ ︷︷ ︸

G(z)

≤ a ≤ −φ(z) + ‖z + y‖
︸ ︷︷ ︸

D(z)

.Étant donné z1, z2 ∈ F , on voit failement que D(z1)−G(z2) ≥ 0 Ce qui omplète la preuvedu lemme. �Soit φ ∈ F ⋆. On onsidère l'ensemble S de toutes les extensions de φ à des sous-espaesde E ontenant F :
S := {ψ : G→ R : F ⊂ G ⊂ E, ψ(x) = φ(x) ∀x ∈ F} .Cet ensemble est naturellement ordonné par l'inlusion et la restrition. Si (ψi : Gi → R)i∈Iest une haîne de S, un majorant est donné par la fontionnelle ψ : G→ R dé�nie sur

G := ∪i∈IGipar ψ(x) = ψi(x) si x ∈ Gi.Du Lemme de Zorn, on déduit l'existene d'un élément maximal (G,ψ). Si G 6= E, alorsen utilisant le lemme, on peut étendre ψ à un sous-espae plus grand. Cei ontredit lamaximalité. �
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