4) DUALITE

Le dual d’un espace vectoriel normé E sur K € {R,C} est
E*=L(E,R)={a: E — R : «aest linéaire et continue} .

Ses éléments sont appelés des fonctionnelles linéaires sur E. Il est muni de la norme définie
par

]| := sup |a()]
r€BR

qui en fait un espace de Banach, car K est complet.

Quelques exemples. Sur l'espace £ = R", les applications coordonnées ¢; : £ — R
définies par

¢i(x)=z; (i=1,2,---,n)
sont des fonctionnelles de norme 1 sur R".

Exercice 1.
a) Montrez que (¢1, P2, -+, ¢n) est une base du dual de R™.
b) Montrez que Uapplication ® : R™ — (R™)* définie par

P(z) =101+ -+ 20y,

est un isomorphisme d’espace de Banach.

Exercice 2. Soit 1 < p < 0.

a) Sur Uespace des suites (P, montrez que les applications ¢; : P — R définies par
¢i(x) = x; (ou i € N) sont des éléments du dual.

b) Quelles sont leurs normes ¢

c¢) Ces applications forment-t-elles une base de ’espace vectoriel (¢P)* ¢

Exemple 4.1. Soit K un espace métrique compact. Considérons [’espace de Banach C(K)
muni de la norme du supremum. Etant donné un point x € K, la fonction évaluation en z,
e, : C(K) — R est définie par

e (f) = f(=).
Vous avez montré a l'exercice 3.10 que e, est linéaire et continue. C’est donc un élément du
dual de C(K). Plus généralement, étant donnée une mesure p sur la tribu de Borel de K,
Uapplication I, : C(K) — R définie par

1(f) = /K s

est une application linéaire continue. FEn fait, chaque élément du dual de C(K) est de
cette forme. C’est une conséquence d’un théoréeme de représentation de Riesz, dont nous ne
parlerons probablement plus dans ce cours.



4.1. Le dual de ¢'. Etant donné x € ¢>°, définissons oy, : ' — R par

o (y) = fokyk-
k=1

On a alors pour chaque y € ¢! :
loa ()] = 1wl < llzllsollylla-
k=1

Ceci montre que a,, € (1) et [Ja,|| < [|7]| o

Proposition 4.2. L’application o : (> — (£1)* définie par x — o, est un isomorphisme
d’espace de Banach.

Démonstration.
— Montrons que ||ag|| = [|z]|c- On considére une suite (k,)nen telle que
lim [z, [ = [[2]]o-
n—o0
On obtient
lea]l = law(en, )| = ok, = [l2]lo-

L’application « : (> — (¢1)* définie par x — «, est donc une isométrie.
— Cette application est surjective. En effet, soit n € (¢')* et posons z; = n(ex). On a
donc ||z || < ||n]| et (zx)ren € €°. De plus, pour y € ¢!, puisque

n
y=lim » yrex
k=1
il découle de la continuité de n que

n(y) = n( lim ; yker)

= lim > yup(er) = aa(y).
k=1

— Une isométrie surjective est inversible. Son inverse est aussi une isométrie.

Dans cet exemple, le dual de ¢! est complétement caractérisé :
() = >,
C’est un théoréme de représentation :chaque n € (¢')* est uniquement représenté par un
élément de (°°.

Exercice 3. Soient p,q € (1,00) tels que 1/p+ 1/q = 1. Montrez que ’application
P s (f9)*
défini par o, (y) = > 50, Tryk est une isométrie en suivant les étapes suivantes :

a) Montrez que o, est continue et que |la,|| < ||z]|,.
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b) Etant donné x € (7, on définit une suite y = (yp)ren par
yr = signe(, )|z, |z[P7

Montrez que y € 9 et que ||y||, = 1.
c) Vérifiez que |az(y)| = [z

En fait, application est un isomorphisme d’espace de Banach. Pour le voir, il faudrait aussi
montrer qu’elle est surjective.
4.2. Le théoréme de Hahn—Banach. Soit E/ un espace vectoriel normé.

Question 4.3. Est-ce qu’il existe une fonctionnelle o € E* qui n’est pas nulle ?

Cette question pourrait sembler triviale puisque dans tous les exemples d’espace vectoriel
normé que nous avons vii, des éléments du dual ont été construits explicitement. Néanmoins,
il n’est pas facile de répondre a la question générale.

Théoréme 4.4 (de Hahn-Banach). Soit E un espace vectoriel normé sur R. Soit F' un
sous-espace vectoriel de E. Pour chaque ¢ € F*, il existe ® € E* tel que pour chaque x € F,
O(x) = ¢(x) et telle que

.

2]

g = ||9]

Corollaire 4.5. Soit E un espace vectoriel normé sur R. Pour chaque x € E non nul, il
eriste ¢ € E* tel que ¢p(x) = 1.

Exercice 4.
a) Montrez qu’il existe une fonctionnelle L € (£>°)* telle que ||L|| = 1 et telle que pour
chaque suite © = (x,)nen convergente,

L(z) = lim z,.
n—o0

b) Etant donné y € (*, définissez 3, € ({*)* par

ﬁy(l‘) = Z Y.
k=1

(1) Vérifiez que B, est continue et montrez que 3 est une isométrie.
(2) Montrez que pour chaque y € (*,

B, # L.

Vous venez de montrer qu’il existe une fonctionnelle sur (> qui n’est pas représentée par
un élément de (.

La preuve du théoréme de Hahn-Banach repose sur une version de I’axiome du choix

appelé Lemme de Zorn.
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Ensemble ordonné et Lemme de Zorn. Soit S un ensemble. Une relation d’ordre sur
S est une relation < entre certaines paires d’éléments de S vérifiant pour chaque z,y,2 € S
les propriétés suivantes :

- r <,
—six <yety =<z alorsz <z,
—six <yety <z alorsx =y.

Un ensemble ordonné est un ensemble muni d’une relation d’ordre.

Exemple 4.6.

— La relation “plus petit ou égal a” est une relation d’ordre sur R et aussi sur chacun
de ses sous-ensembles.

— Sur Uensemble N, la relation p divise q (notée p}q) est une relation d’ordre. Re-
marquez qu’il existe des nombres p et q tels que p ne divise pas q et q ne divise pas
.

— Soit X un ensemble. Soit S ’ensemble des sous-ensembles de X. La relation A C B
est une relation d’ordre sur S.

— Soit G un groupe. Soit S ’ensemble de tous les sous-groupes de G, alors la relation
étre un sous-groupe est une relation d’ordre.

Soit (S, <) un ensemble ordonné.

— Un élément x € S est un majorant d’un sous-ensemble A C S si pour chaque y € A,
y < .

— Un élément = € S est dit maximal si pour chaque y € S, x <y = = =y.

— Un sous-ensemble A C S est appelé une chaine si pour chaque z,y € A, z < y ou
Yy <z

Théoréme 4.7 (Lemme de Zorn). Soit (S, <) un ensemble ordonné. Si chaque chaine de S
admet un magjorant, alors S admet un élément maximal.

Preuve du théoréeme de Hahn—Banach.

Lemme 4.8. Soit E un espace vectoriel normé sur R. Soit F C E un sous-espace vectoriel.
Soity € E\ F. Posons G = F' + Ry. Pour chaque ¢ € F*, il existe & € G* telle que pour
chaque x € F, ®(x) = ¢(x) et telle que || P|| = ||¢||.

Preuve du lemme. On suppose pour simplifier que ||¢|| = 1. On cherche une fonctionnelle
de la forme ®(z + ty) = ¢(z) + tP(y) ou on devra choisir a := $(y) de telle sorte que pour
chaque r € F;t € R

|6(2) + ta] < ||z + ty]|.

En divisant par ¢ # 0 et en posant z = x/t, ceci est équivalent a
lp(2) +al < ||z+y|| VzeF.

En d’autres mots, on aura terminé la preuve si on trouve une constante a € R vérifiant cette
contrainte. Celle-ci est équivalente & trouver a € R tel que pour chaque z € F,

—0(2) —a < |z +yl,
¢(2) +a < |z +yl.
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En d’autres termes,

9 —llztyl <a<—9(2) + 2+ 9l

-~ -~

G(z) D(z)

Etant donné 21, 2, € I, on voit facilement que D(z;) — G(2) > 0 Ce qui compléte la preuve
du lemme. ]

Soit ¢ € F*. On considére ’ensemble S’ de toutes les extensions de ¢ a des sous-espaces
de E contenant F' :

S={Y:G—->R: FCGCEY(x)=9¢x)Vre F}.

Cet ensemble est naturellement ordonné par I'inclusion et la restriction. Si (¢; : Gy — R);e;
est une chaine de S, un majorant est donné par la fonctionnelle ¢) : G — R définie sur

G = UG,
par ¥ (z) = ¥;(x) si x € G;.

Du Lemme de Zorn, on déduit P'existence d'un élément maximal (G,). Si G # E, alors
en utilisant le lemme, on peut étendre 1) & un sous-espace plus grand. Ceci contredit la
maximalité. O



