
5) COMPLÉTIONS5.1. Complétions d'espaes métriques. Soit (X, d) un espae métrique. Une omplétionde X est une isométrie Φ : X → X de X vers un espae métrique omplet X dont l'imageest dense.� Si X est un sous-espae d'un espae omplet, alors le plongement de X dans sonadhérene est une omplétion.� Si Ψ : X → Y est une isométrie vers un espae métrique omplet, alors Ψ : X →adh(Ψ(X)) est une omplétion.La manière la plus lassique de onstruire une omplétion est probablement de plonger Xdans l'espae de ses suites de Cauhy, modulo la relation d'équivalene
(xn) ∼ (yn) ⇐⇒ lim

n→∞

xn − yn = 0.Vous avez déjà étudié ette onstrution dans un ours de topologie. Rappelons une autremanière lassique de onstruire une omplétion. On utilisera le fait que l'espae Cb(X) desfontions ontinues bornées sur X est un espae de Banah lorsque muni de la norme dusupremum.Proposition 5.1 (Fréhet, 1900). Soit x0 ∈ X. Pour haque x ∈ X, la fontion fx : X →
R ∈ Cb(X) est dé�nie par

fx(y) = d(x, y)− d(y, x0).L'appliation Φ : X → Cb(X) dé�nie par Φ(x) = fx est une isométrie.Démonstration.� Le fait que fx est une fontion bornée déoule diretement de l'inégalité du triangle :
|fx(y)| = |d(x, y)− d(y, x0)| ≤ |d(x, x0)|.� De l'inégalité du triangle, on déduit aussi

d(fx1
, fx2

) = sup
y∈X

|d(x1, y)− d(x2, y)| ≤ d(x1, x2).L'égalité est prouvée en onsidérant y = x1.
�Cei montre que l'appliation

Φ : X → adh(Φ(X)) ⊂ Cb(X)est une omplétion de X .Il serait dommage de ne pas en pro�ter pour prouver le orollaire suivant.Corollaire 5.2. Chaque espae métrique séparable peut être plongé isométriquement dans
ℓ∞. 1



Démonstration. Il su�t de montrer que l'on peut plonger Cb(X) dans ℓ∞ isométriquement.Soit (xn)n∈N ⊂ X une suite dense. L'appliation Ψ : Cb(X) → ℓ∞ dé�nie par
Ψ(f) = (f(xn))n∈Nest une isométrie. �5.2. Complétions d'espaes normés. Soit E un espae vetoriel normé sur R. La on-strution préédente permet de plonger E dans un espae métrique omplet, mais e plonge-ment n'est pas linéaire. Cei n'est pas satisfaisant. Une omplétion de E (en tant qu'espaevetoriel normé) est une isométrie linéaire Ψ : E → E vers un espae de Banah E dontl'image est dense.� Si F est un sous-espae vetoriel d'un espae de Banah E, alors l'inlusion de Fdans son adhérene est une omplétion.� Si E est un espae vetoriel normé et Ψ : E → F est une isométrie vers un espae deBanah F , alors Ψ : E → adh(Ψ(F )) est une omplétion de E.Exerie 1. Le but de et exerie est de montrer que la omplétion est unique, à isomor-phisme près.a) Soit E un espae vetoriel normé et F un sous-espae vetoriel de E. Montrez quel'adhérene de F est un sous-espae vetoriel de E.b) Soit G un espae de Banah. Étant donnée T ∈ L(F,G), montrez qu'il existe uneunique extension de T par une appliation linéaire ontinue
T ∈ L(adh(F ), G).) Soit Φ : E → F et Ψ : E → G deux omplétions de E. Montrez qu'il existe un uniqueisomorphisme d'espae de Banah T : F → G tel que Ψ = T ◦ Φ.Il existe plusieurs manières de onstruire la omplétion d'un espae normé.Proposition 5.3. Soit E un espae vetoriel normé. L'appliation

J :E −→ E⋆⋆

x 7−→ Jx : E⋆ → Rdé�nie par Jx(η) := η(x) est une isométrie.Démonstration.� Montrons d'abord que Jx ∈ E⋆⋆ : ei déoule diretement de
|Jx(η)| = |η(x)| ≤ ‖η‖E⋆‖x‖E .� Calulons la norme de Jx. On voit déjà que ‖Jx‖ ≤ ‖x‖. Étant donné x ∈ E, ondéduit du théorème de Hahn�Banah l'existene de η ∈ E⋆ tel que η(x) = ‖x‖ et

‖η‖ = 1. On a don
‖Jx‖ ≥ |Jx(η)| = ‖x‖.D'où ‖Jx‖ = ‖x‖.

�Corollaire 5.4. L'appliation J : E → adh(J(E)) ⊂ E⋆⋆ est une omplétion de E.2



Exerie 2. Soit E un espae vetoriel normé. Montrez que le dual de la omplétion de Eest isomorphe au dual de E.L'appliation J : E → E⋆⋆ est appelé plongement anonique de E dans E⋆⋆. Un espaede Banah est ré�exif si J est surjetive. Dans e as, E est isomorphe a son bidual.Exerie 3. Montrez que R
n est ré�exif.Exerie 4. Soient E et F deux espaes vetoriels normés. Étant donné T ∈ L(E, F ) ondé�nit T ⋆ : F ⋆ → E⋆ par T ⋆η = η ◦ T .a) Quelle est la norme de T ⋆ ?b) Quelle est la norme de l'appliation L(E, F ) ∋ T 7→ T ⋆ ∈ L(F ⋆, E⋆) ?) Si T est un isomorphisme, montrez que T ⋆ est aussi un isomorphisme.Proposition 5.5. ℓ1 n'est pas ré�exif.Démonstration. Soit α : ℓ∞ → (ℓ1)⋆ l'isomorphisme onstruit au ours préédent. On a donaussi un isomorphisme α⋆ : (ℓ1)⋆⋆ → (ℓ∞)⋆. On montre que

α⋆ ◦ J = β : ℓ1 → (ℓ∞)⋆ou β est l'appliation dont vous avez montré qu'elle n'est pas surjetive. �
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