
6) ALGÈBRES DE FONCTIONS CONTINUESSoit X un ensemble. L'ensemble F (X) des fontions f : X → R muni des opérations
(f + g)(x) = f(x) + g(x) et (fg)(x) = f(x)g(x)est un anneau unital ommutatif. Une algèbre de fontions sur X est un sous-ensemble Ade F (X) qui véri�e :

f, g ∈ A =⇒ f + g ∈ A et fg ∈ A,

f ∈ A et c ∈ R =⇒ cf ∈ A.Une algèbre de fontions A sur un espae X sépare les points si pour haque x, y ∈ X telsque x 6= y, il existe une fontion f ∈ A telle que f(x) 6= f(y). Par exemple, l'ensemble
C(X) des fontions ontinues sur un espae métrique X est une algèbre de fontions sur X .L'ensemble des fontions polynomiales sur R est aussi une algèbre de fontions. Ces deuxalgèbres séparent les points de R.Exerie 1. Montrez que l'algèbre des fontions ontinues sur un espae métrique X sépareles points de X.Exerie 2. Montrez que si A est une algèbre de fontions ontinues sur un espae métriqueompat K, alors adhA est aussi une algèbre.Exerie 3. Soit S1 = {x ∈ R

2 : |x| = 1} le erle unité.a) Montrez que l'ensemble des fontions de la forme
f(cos θ, sin θ) =

n
∑

k=0

ak cos(kθ) + bk sin(kθ) (n ∈ N, ak, bk ∈ R k = 1, 2, · · · , n)est une algèbre de fontions ontinues sur S1.b) Montrez que ette algèbre sépare les points de S1.Théorème 0.1 (Stone�Weierstrass). Soit K un espae métrique ompat. Soit A une algèbrede fontions ontinues sur K. Si A est fermé, A sépare les points et A ontient les fontionsonstantes, alors A = C(K).Corollaire 0.2.� Les fontions polynomiales sont dense dans C([a, b]).� Les polyn�mes trigonométriques (introduits à l'exerie préédent) sont dense dans
S1. 1



Exerie 4.a) Montrez que la fontion x 7→ |x| peut être approhée uniformément sur [−1, 1] parune suite de fontions polynomiales. Vous pouvez par exemple utiliser la suite defontions polynomiales (Pn)n∈N dé�nies ainsi par réurrene :
P0 = 0, Pn+1(x) = Pn(x) +

1

2

(

x− P 2

n(x)
)en montrant qu'elle onverge uniformément vers la fontion f(x) =

√
x sur [0, 1].Pour le faire, vous montrerez par indution que pour haque n ∈ N,

0 ≤
√
t− Pn(t) ≤

2
√
t

2 + n
√
t
.b) Soit A une algèbre de fontions sur un espae métrique X. Montrez que si f, g ∈ A,alors max(f, g) ∈ adh(A) et min(f, g) ∈ adh(A).Preuve du Théorème de Stone�Weierstrass. Soit x1, x2 ∈ K, des points distints. Soit α, β ∈

R. Soit φ ∈ A telle que φ(x1) 6= φ(x2). La fontion
h(x) = α + (β − α)

φ(x)− φ(x1)

φ(x2)− φ(x1)véri�e h(x1) = α et h(x2) = β. En d'autres mots, il existe dans A des fontions ave valeurspresrites en toute paire de points x 6= y dans K.Étant donnée f ∈ C(K), soit ǫ > 0. Fixons x ∈ K. Pour haque y ∈ K, il existe hx,y ∈ Atelle que
hx,y(x) = f(x) et hx,y(y) = f(y).Pour haque y ∈ K, il existe un boule ouverte Uy entrée en y telle que haque z ∈ Uy véri�e

hx,y(z) < f(y) + ǫ. Comme les boules Uy reouvre K qui est ompat, il existe un ensemble�ni de points y1, · · · , yn tel que
K = ∪n

i=1Uyi.La fontion
hx :=

n

min
i=1

hx,yiest ontinue. Il déoule de l'exerie préédent que hx ∈ A.On proède de la même manière par rapport au paramètre x : pour haque x ∈ K,
hx(x) = f(x) et il existe don une boule ouverte Vx entrée en x telle que haque z ∈ Vx véri�e
hx(z) > f(x)− ǫ. Comme préédemment, il existe un ensemble �ni de points x1, · · · , xm telque

K = ∪m
i=1Vxi

.La fontion h = maxmi=1 hxi
est ontinue. Il déoule du lemme préédent que h ∈ A. Cettefontion véri�e, pour haque z ∈ K,

f(z)− ǫ < h(z) < f(z) + ǫ.
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Exerie 5. Montrez que si une algèbre de fontions ontinues sur un espae K ne séparepas les points, alors elle n'est pas dense dans C(K).Exerie 6. Soit K1 et K2 des espaes métriques ompats. Soit f une fontion ontinuesur le produit K1 ×K2. Montrez que f peut être approhée uniformément par des fontionsontinues de la forme
(x, y) 7→

n
∑

i=1

fi(x)gi(y)où pour haque i = 1, 2, · · · , n, fi ∈ C(K1) et gi ∈ C(K2).Exerie 7. Montrez que l'espae C([a, b]) est séparable.
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