
8) ESPACES DE HILBERTUn produit salaire hermitien sur un espae vetoriel omplexe E est une appliation
〈·, ·〉 : E × E → Cqui véri�e pour haque a, b ∈ C et haque x, y, z ∈ E

〈ax+ by, z〉 = a〈x, z〉+ b〈y, z〉,

〈x, y〉 = 〈y, x〉,

〈x, x〉 ≥ 0,

〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0.La même dé�nition s'applique à un espae réel. Dans e as, la onjugaison est bien surtriviale. Un espae préhilbertien est un espae vetoriel muni d'un produit salaire.Exerie 1. Soit E un espae vetoriel omplexe muni d'un produit salaire hermitien.Montrez que la formule
‖z‖ :=

√

〈z, z〉.dé�nit une norme sur E. Pour y arriver, vous devrez utiliser (et montrer) l'inégalité deCauhy�Shwarz :
∀x, y ∈ E, |〈x, y〉‖ ≤ ‖x‖‖y‖.Un espae de Hilbert est un espae préhilbertien qui est omplet lorsque muni de la normeinduite.� Les exemples les plus simples sont Rn et Cn munis de leurs produits salaires usuels :

〈x, y〉 :=
n∑

k=1

xkyk.� L'espae ℓ2 est un espae de Hilbert dont le produit salaire est donné par
〈x, y〉 =

∞∑

n=1

xnyn.� Les fontions sur le erle S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} peuvent être identi�éesaux fontions 2π-périodiques sur R via l'appliation
θ 7→ (x(θ), y(θ)) := (cos(θ), sin(θ)).Sur l'espae des fontions ontinues C(S1), on peut dé�nir un produit salaire par

〈f, g〉 =

∫

S1

f(θ)g(θ) dθ.1



Cet espae préhilbertien n'est pas omplet. Sa omplétion s'identi�e à l'espae L2(S1)des fontions mesurables dont les arrés sont intégrables. En e�et, vous avez vu enanalyse de Fourrier que les polyn�mes trigonométriques sont denses dans L2. Il enrésulte que l'appliation d'inlusion C(S1) ⊂ L2(S1) est une omplétion.Exerie 2. Soit E un espae préhilbertien réel. Montrez que la omplétion de E est unespae de Hilbert.Exerie 3.a) Sur l'espae E = C1([a, b]) des fontions ontinument di�érentiables, montrez que laformule
〈f, g〉1 =

∫ b

a

f(x)g(x) dx+

∫ b

a

f ′(x)g′(x) dxdé�nit un produit salaire, mais pas un espae de Hilbert.La omplétion de C1([a, b]) muni de la norme induite par e produit salaire estappelé un espae de Sobolev.b) Montrez que l'appliation i : E → L2([a, b]) dé�nie par i(f) = f est une appliationlinéaire ontinue.) Est-e une isométrie ?Exerie 4. Sur l'espae Mn×n(R) des matries n × n à oe�ients réels, montrez que laformule
〈A,B〉 = trae(ABT )dé�nit un produit salaire. L'espae orrespondant est-t-il omplet ?Les espaes préhilbertiens ont des propriétés partiulières qui les distinguent des espaesnormés généraux. Par exemple, pour haque u, v ∈ E, on véri�e failement l'identité duparallélogramme :

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2‖u‖2 + 2‖v‖2.Exerie 5. Donnez un exemple d'espae de Banah où l'identité du parallélogramme n'estpas véri�ée. Cei montre qu'il existe des espaes de Banah dont la norme n'est pas induitepar un produit salaire.Soit E un espae préhilbertien. Deux éléments x, y ∈ E sont dits orthogonaux si 〈x, y〉 = 0.On note ette relation x ⊥ y. Des éléments orthogonaux véri�ent l'identité de Pythagore :
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.Un élément x ∈ E est orthogonal à un sous-ensemble S ⊂ E si x ⊥ y pour haque y ∈ S.Exerie 6. Soit E un espae préhilbertien. Soit S ⊂ E. Montrez que
S⊥ := {x ∈ E : x ⊥ S}est un sous-espae vetoriel fermé de E. 2



8.1. Projetion sur les onvexes fermés. Étant donné un ensemble onvexe fermé K ⊂
E, la distane d'un point x à K est

d(x,K) = inf
y∈K

d(x, y).La proposition suivante montre que ette distane est en fait réalisée par un minimum.Proposition 8.1. Soit E un espae de Hilbert. Soit K un sous-ensemble onvexe fermé de
E. Étant donné x ∈ E, il existe y ∈ K tel que

‖x− y‖ = d(x,K).Démonstration. Sans perte de généralité, on supposera que x = 0. Soit (yn)n∈N une suite de
K telle que

lim
n→∞

|yn| = d(0, K) = inf
y∈K

‖y‖.En utilisant l'identité du parallélograme, on montre que la suite (yn)n∈N est de Cauhy :
‖yn − ym‖

2 = 2‖yn‖
2 + 2‖ym‖

2 − 4‖

∈K
︷ ︸︸ ︷
yn + ym

2
‖2

≤ 2‖yn‖
2 + 2‖ym‖

2 − 4d(0, K) → 0.Comme E est omplet, la suite (yn) onverge. Puisque K est fermé, elle onverge vers unélément de y ∈ K. Le résultat déoule maintenant de la ontinuité de la norme et de l'uniitéde la limite. �Exerie 7.a) Montrez que le point y obtenu à la proposition préédente est unique. On l'appelle laprojetion de x sur K et on le note
Pk(x) = y.b) Montrez que la projetion PK : E → K véri�e pour haque x, y ∈ K

‖PKx− PKy‖ ≤ ‖x− y‖et en déduire que l'appliation x 7→ PKx est ontinue.Un as partiulier très utile de la onstrution préédente est elui où K est un sous-espaevetoriel fermé de E. Dans e as, la projetion est aratérisée de manière plus géométrique.Théorème 8.2. Soit E un espae de Hilbert. Soit F un sous-espae vetoriel fermé de E.Pour haque x ∈ E, la projetion y = PFx ∈ F est l'unique élément par
x− y ⊥ F.Démonstration. Soit x ∈ E et soit y ∈ F tel que x− y ⊥ F. Alors, pour haque z ∈ F ,

‖x− z‖2 = ‖(x− y)− (z − y)‖2

= ‖(x− y)‖2 + ‖(z − y)‖2 − 2〈x− y,

∈F
︷ ︸︸ ︷
z − y〉

= ‖(x− y)‖2 + ‖(z − y)‖2,3



qui est minimisé pour z = y. Cei montre que la ondition est su�sante.Montrons qu'elle est néessaire. Étant donné 0 6= z ∈ F , L'appliation f : F → R dé�niepar
f(t) = ‖x− PFx+ tz‖2atteint son unique minimum en t = 0. Or,

f(t) = t2‖z‖2 + 2t〈z, x− PFx〉+ ‖x− Pfx‖
2.Don,

0 = f ′(0) = 2〈z, x− PFx〉.Comme z ∈ F est arbitraire, x− PFx ⊥ F . �Exerie 8. Soit E un espae préhilbertien réel. Étant donné y ∈ E, montrez que l'appliation
φy : E → R dé�nie par φy(x) = 〈x, y〉 est un élément du dual de E. Quelle est sa norme ?
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