
9) DUALITÉ ET OPÉRATEURS ADJOINTSLe dual d'un espae de Banah est un objet relativement mystérieux. Le simple fait d'ytrouver un élément non nul a néessité l'utilisation du théorème de Hahn�Banah, dont lapreuve repose sur le lemme de Zorn. Les espaes de Hilbert sont beauoup plus simples.Soit E un espae de Hilbert réel. Pour haque élément y ∈ E, vous avez montré quel'appliation φy : E → R dé�nie par φy(x) = 〈x, y〉 est une fontionnelle linéaire ontinuesur E (φy ∈ E⋆) ave ‖φy‖E⋆ = ‖y‖E. En partiulier, l'appliation
y 7→ φy ∈ E⋆est une isométrie linéaire. Le théorème suivant montre qu'elle est surjetive.Théorème 9.1 (Théorème de représentation de Riesz�Fréhet). Soit E un espae de Hilbert.Soit η ∈ E⋆. Alors il existe un unique y ∈ E tel que η = φy.Démonstration. Soit 0 6= η ∈ E⋆. Le sous-espae F = ker(η) est fermé. Soit 0 6= x ∈ F⊥ave η(x) = 1. Étant donné z ∈ E, on a z − η(z)x ∈ F . En partiulier,

0 = 〈z − η(z)x, x〉 = 〈z, x〉 − η(z)‖x‖2.Il su�t don de prendre y = x
‖x‖2

. �Exerie 1. Est-e qu'on peut remplaer espae de Hilbert par espae préhilbertien ?Corollaire 9.2. Les espaes de Hilberts sont des espaes de Banah re�exifs.Démonstration. Soit E un espae de Hilbert. Sur E⋆ on dé�nit un produit salaire par
〈φx, φy〉 = 〈x, y〉.Cei fait de E⋆ un espae de Hilbert. En itérant ette proédure, on fait aussi de E⋆⋆ unespae de Hilbert. Soit Φ : E → E⋆ et Ψ : E⋆ → E⋆⋆ les isomorphismes onstruits authéorème préédent. Il reste à voir que pour haque x ∈ E, Ψ(Φ(x)) = Jx. �Corollaire 9.3. Soit E, F deux espaes de Hilbert. Étant donnée une appliation linéaireontinue T ∈ L(E, F ), il existe une unique appliation linéaire ontinue T# ∈ L(F,E) telleque

〈Tx, y〉F = 〈x, Sy〉E ∀x ∈ E, y ∈ F.Démonstration. Rappelons que T ⋆ : F ⋆ → E⋆ est dé�ni par
T ⋆(η) = η ◦ T.Soient φ : E → E⋆ et ψ : F → F ⋆ les isomorphismes donnés par le théorème de Riesz�Fréhet. Posons S = φ−1 ◦ T ⋆ ◦ ψ, de telle sorte que
φ ◦ S = T ⋆ ◦ ψ.1



Ce qui signi�e, que pour haque y ∈ F ,
φ(S(y))
︸ ︷︷ ︸

φS(y)

= T ⋆(ψ(y)) = ψy ◦ T.Il su�t don de prendre T ⋆ = S. L'uniité est évidente. �Une deuxième démonstration plus direte, mais équivalente à la première. Pour haque y ∈
F , l'appliation linéaire ψy : E → C dé�nie par

ψy(x) = 〈Tx, y〉Fest ontinue puisque |ψy(x)| = |〈Tx, y〉F | ≤ |Tx||y| ≤ |T ||x||y|. Du théorème de représen-tation de Riesz�Fréhet, on déduit l'existene d'un unique élément z ∈ E tel que ψy = φz.C'est-à-dire :
〈Tx, y〉F = 〈x, z〉E ∀x ∈ E.L'unique élément z dépend de y ∈ F , 'est e qu'on hoisit omme dé�nition de T#y. �L'opérateur T# : F → E est appelé opérateur adjoint de T . C'était aussi le nom de

T ⋆ : F ⋆ → E⋆, que nous ne distinguerons pas toujours de T#.� Si un opérateur linéaire T sur Rn est représenté dans la base anonique par unematrie A, alors T# est représenté par sa transposée.� Soit D,G : ℓ2 → ℓ2 dé�nis par
D(x1, x2, x3, · · · ) = (0, x1, x2, x3, · · · )et
G(x1, x2, x3, · · · ) = (x2, x3, x4, · · · ).Alors D = G#.� Soit E = L2([a, b]) muni de son produit salaire habituel

〈f, g〉 =
∫ b

a

f(x)g(x) dx.Étant donnée une fontion k ∈ L2([a, b]× [a, b]), l'opérateur K : E → E dé�ni par
Kf(x) =

∫ b

a

k(x, y)f(y) dyest linéaire et ontinue. Son adjoint est donné par l'opérateur intégral dont le noyauest où l(x, y) = k(y, x).Exerie 2. Soit F un sous-espae vetoriel fermé d'un espae de Hilbert.� Montrez que l'opérateur PF est linéaire� Montrez qu'il est ontinu et alulez sa norme.Exerie 3. Soit F un sous-espae fermé d'un espae de Hilbert E. Soient T : E → Edé�ni par T (x) = PF (x). Trouvez l'opérateur adjoint de T .Un opérateur T : E → E est auto-adjoint si T# = T .2



� Un opérateur linéaire T : Rn → Rn est autoadjoint si et seulement si il est représentépar une matrie symétrique.� L'opérateur intégral de noyau k(x, y) est auto-adjoint si et seulement si k(y, x) =
k(x, y).Exerie 4. Soit (X, τ, µ) un espae mesuré. Montrez que L2(X, τ, µ) est un espae deHilbert.Il est déjà démontré dans les rappels de mesure et intégration disponible sur la page webdu ours que L2 est un espae préhilbertien. Il vous reste don à montrer qu'il est omplet.Vous suivrez es étapes suivantes :(1) Soit (fn)n∈N une suite de Cauhy de L2. Montrez qu'elle admet une sous-suite hk =
fnk

telle que
‖hk+1 − hk‖L2 ≤ 1

2k
.(2) Posez

gn =

n∑

k=1

|hk+1 − hk| ∈ L2et montrez que
‖gn‖L2 < 1.(3) Utilisez le théorème de la onvergene monotone pour montrer que la suite (g2n)n∈Nonverge presque partout vers une fontion w ∈ L1 et que

‖g2n − w‖L1 → 0.(4) Posez g =
√
w ∈ L2. Utilisez le théorème de la onvergene dominée pour montrerque (g − gn)

2 → 0 dans L1. C'est à dire que gn → g dans L2.(5) Pour m ≥ n montrez que
|hm(x)− hn(x)| ≤ g(x)− gn−1(x).En onlure que pour presque haque x, hm(x) est une suite de Cauhy de R, quionverge don vers une limite f(x).(6) En laissant m→ ∞ on voit que, presque partout

|f(x)− hn(x)| ≤ g(x).En onlure que f ∈ L2.(7) Utilisez le théorème de la onvergene dominée pour onlure que hn → f dans L2.
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