
10) BASES HILBERTIENNESSoit E un espae de Hilbert sur R. Un sous-ensemble B ⊂ E est orthonormal si pourhaque f, g ∈ B,
〈f, g〉 =

{

1 si f = g,

0 si f 6= g.Exerie 1. Montrez qu'un sous-ensemble orthonormal est linéairement indépendant.L'espae engendré par B ⊂ E est l'ensemble des ombinaisons linéaires �nies d'élementsde B. On le noteVet(B) = {

n
∑

k=1

ckfk : n ∈ N, c1, · · · , cn ∈ R, f1, · · · , fn ∈ B
}

.Rappelons que le sous-ensemble B est une base de l'espae vetoriel E s'il est linéairementindépendant et si Vet(B) = E. En partiulier, dans e as, haque élément f de E est uneombinaison linéaire �nie d'éléments de B.Exerie 2. Soit E = L2(S1) muni de son produit salaire usuel. Considérez l'ensemble
B ⊂ E des fontions dé�nies par

θ 7→ 1√
2π

,
1√
π
cos(kθ),

1√
π
sin(kθ) (pour k ∈ N).a) Montrez que B est un ensemble orthonormal.b) Montrez que B n'est pas une base de l'espae vetoriel E.Une famille B ⊂ E est dite totale si l'espae qu'elle engendre est dense dans l'espae deHilbert E : adh Vet(B) = E.Une base hilbertienne de E est une famille orthonormale totale.Exerie 3. Pour haque i ∈ N on dé�nit ei ∈ ℓ2 par ei(j) = δi,j.a) Montrez que l'ensemble (ei)i∈N n'est pas une base de l'espae vetoriel ℓ2.b) Montrez que 'est une base hilbertienne de ℓ2.Théorème 10.1. Soit E = L2(S1) muni de son produit salaire usuel. L'ensemble B ⊂ Edes fontions dé�nies par

1√
2π

,
1√
π
cos(kθ),

1√
π
sin(kθ) (k ∈ N)est une base hilbertienne de L2(S1). 1



Vous avez déjà prouvé e théorème dans le ours d'analyse de Fourier. On peut aussi lemontrer en utilisant les outiles du ours d'analyse fontionnelle.Démonstration. L'espae engendré par les polyn�mes trigonométriques
T := Vet {1, cos(kθ), sin(kθ) : k ∈ N}est une algèbre de fontions ontinues séparant les points du erle et ontenant les on-stantes. Il déoule du Théorème de Stone�Weierstrass que ette algèbre est dense dans

C(S1) muni de la norme sup. Étant donnée f ∈ C(S1) et ǫ > 0, il existe don T ∈ T tel quepour haque x ∈ S1,
|f(x)− T (x)| ≤ ǫ.Puisque
∫

S1

|f − T |2 ≤ 2πǫ2,l'algèbre T est don aussi dense dans C(S1) muni du produit salaire de L2. Il su�t pouronlure de se rappeler que les fontions ontinues sont denses dans L2. �Théorème 10.2. Étant donné un sous-espae orthonormal A d'un espae de Hilbert E, ilexiste une base hilbertienne B ontenant A.Démonstration. Soit S l'ensemble de tous les sous-ensembles orthonormaux de E ontenant
A. Cet ensemble est ordonné par l'inlusion. Il est lair que haune de ses haînes admetun majorant (il su�t de prendre l'union des élments de la haîne). Du Lemme de Zorn ondéduit don l'existene d'un sous-ensemble orthonormal maximal B ('est-à-dire qui n'estontenu dans auun ensemble orthonormal plus grand). Suppons que B ne soit pas une base,dans e as le sous-espae

F := adh Vet(B) 6= E.Il existe alors un élément e ∈ F⊥ tel que ‖e‖ = 1. L'ensemble B′ = B ∪ {e} est orthonormalet ontient B. Cei ontredit la maximalité de B. �Les espaes de Hilbert séparables jouent un r�le partiulier. D'une part, ils sont beauoupplus ommun et on les utilise dans plus d'appliations. D'autre part, ils sont plus maniables,en partiulier grâe au résultat suivant.Proposition 10.3. Un espae de Hilbert est séparable si et seulement s'il admet une basehilbertienne au plus dénombrable.Exerie 4. Démontrez ette proposition. Pensez à utiliser la méthode d'orthogonalisationde Gram�Shmidt.Corollaire 10.4. L'espae de Hilbert L2(S1) est séparable.Proposition 10.5. Soit E un espae de Hilbert réel séparable. Soit (en)n∈N une base hilber-tienne dénombrable de E. Soit x ∈ E, alors
x =

∞
∑

n=1

〈x, en〉en.2



Le sens de ette a�rmation est que la série
SN =

N
∑

k=1

〈x, ek〉ekonverge vers x lorsque N → ∞.Démonstration. Étant donné x ∈ E, SN est la projetion de x sur le sous-espae engendrépar les éléments e1, e2, · · · , eN . Comme SN ⊥ x − SN , on déduit de l'identité de Pythagoreque
‖x‖2 = ‖(x− SN) + SN )‖2 = ‖x− SN‖2 + ‖SN‖2 ≥ ‖SN‖2 =

N
∑

k=1

〈x, en〉2.En laissant N tendre vers l'in�ni, on obtient l'inégalité de Bessel :
∞
∑

k=1

〈x, ek〉2 ≤ ‖x‖2.(Elle est vrai dès que (en)n∈N est orthonormal, on a pas utilisé la densité de l'espae engendrépour la démontrer). En partiulier, (SN )N∈N est une suite de Cauhy. Elle onverge don,disons vers une limite
S = lim

N→∞
SN .Il déoule aussi du alul préédent que S − x est orthogonal au sous-espaeVet(en)n∈Net don aussi à adh Vet(en)n∈N = E. �Corollaire 10.6 (Identité de Parseval). Soit E un espae de Hilbert réel séparable. Soit

(en)n∈N une base hilbertienne dénombrable de E. Soit x ∈ E,
‖x‖2 =

∞
∑

n=1

〈x, en〉2.Exerie 5. Soit E un espae de Hilbert séparable de dimension in�nie. Montrez que E estisomorphe à ℓ2. C'est-à-dire qu'il existe une isométrie surjetive
φ : ℓ2 → E.Plus généralement, deux espaes de Hilbert sont isomorphes si et seulement si ils admettentdes bases hilbertiennes de même ardinalité. En partiulier que deux bases hilbertienne surun même espae de Hilbert ont la même ardinalité.Construisons tout de même un espae non séparable. On onsidère

E =

{

f ∈ C(R) : n(f) :=

(

lim
R→∞

1

R

∫ R

−R

f 2(x) dx

)1/2

< ∞
}

.Exerie 6.a) Montrez que E est un sous-espae vetoriel de C(R).3



b) Montrez que
E0 = {f ∈ E : n(f) = 0}est un sous-espae vetoriel de E.On dé�nit sur E une relation d'équivalene ∼ par

f ∼ g si et seulement si f − g ∈ E0.L'ensemble H = E/E0 des lasses d'équivalenes de fontions f ∈ E, est aussi un espaevetoriel sur R. Sur et espae, la formule
〈[f ], [g]〉 =:= lim

R→∞

1

R

∫ R

−R

f(x)g(x) dxdé�nit un produit salaire.Exerie 7. Étant donnée a ∈ R+, on dé�nit fa ∈ C(R) par fa(x) = sin(ax). Montrez que
〈[fa], [fb]〉 =

{

1 si a = b,

0 si a 6= b.La famille {[fa]}a∈R+
⊂ H est une famille orthonormale non-dénombrable. Le omplétéde H est don un espae de Hilbert admettant un famille orthonormale non dénombrable.
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