
11) LE SPECTRE D'UN OPÉRATEURSoit E un espae de Banah sur R. L'ensemble résolvant d'un opérateur T ∈ L(E) est
ρ(T ) = {λ ∈ R : T − λI est inversible} .Dans e as, l'opérateur Rλ = (T − λI)−1 : E → E est appelé opérateur résolvant de T . Lespetre de T est

σ(T ) = {λ ∈ R : T − λI n'est pas inversible} .Il y a trois types d'obstrution au fait que T − λI soit inversible.(1) Il se peut que T −λI ne soit pas injetif. Dans e as λ est une valeur propre. Étantdonné λ ∈ R, posons
Eλ(T ) = ker(T − λI) = {x ∈ E : Tx = λx} .L'ensemble Eλ(T ) 6= {0} si et seulement si λ une valeur propre de T . On appelle

Eλ(T ) l'espae propre assoié à λ. Ses éléments sont les veteurs propres assoiés à
λ. Si dim(E) < ∞, le spetre de T est l'ensemble de ses valeurs propres. En e�et,dans e as l'opérateur T −λI : E → E est inversible si et seulement si il est injetif.(2) Il pourrait arriver que T − λI soit injetive mais pas surjetive. C'est le as parexemple de l'opérateur de déalage vers la droite pour λ = 0.(3) A priori, il pourrait aussi arriver que T−λI soit bijetive, mais que son inverse ne soitpas ontinu. Nous avons vu que ei est impossible. C'est un orollaire du théorèmede l'appliation ouverte.Exerie 1.(1) Quel est le spetre de l'opérateur identité?(2) Dans un espae de Hilbert, quel est le spetre d'une projetion sur un sous-espaefermé.(3) Calulez le spetre d'un opérateur intégral Tk ave noyau k : [0, 1] × [0, 1] → Ronstant.Proposition 11.1. L'ensemble GL(E) des opérateurs inversibles est ouvert dans L(E).Démonstration. Étant donné T ∈ L(E) et r > 0, notons B(T, r) la boule ouverte entrée en

T dans L(E) muni de la norme opérateur. On montre que si T ∈ GL(E), alors
B(T, ‖T‖−1) ⊂ GL(E).Soit A ∈ L(E) tel que ‖A‖ < ‖T−1‖−1. On a alors
T−1(T + A) = I + T−1Aave

‖T−1A‖ < 1.1



Posons η = T−1A. La suite Sn =
∑n

k=0
(−η)k ∈ L(E) onverge vers une limite notée
S =

∞
∑

k=0

(−η)k.L'opérateur S est l'inverse de I + η:
(I + η)S = S(I + η) = I. (11.1)En multipliant

T−1(T + A) = I + ηà gauhe par S on obtient
ST−1(T + A) = S(I + η) = I.Aussi

(T + A)ST−1 = T (I + η)ST−1 = TT−1 = I.Don (T + A) est inversible et son inverse est ST−1. �Corollaire 11.2. Soit T ∈ L(E). Alors le spetre σ(T ) de T est fermé et
σ(T ) ⊂ [−‖T‖, ‖T‖].Traitons maintenant en détail un exemple.Proposition 11.3. Soient G,D : ℓ2 → ℓ2 les opérateurs de déalage vers la gauhe et versla droite. Alors, VP(G) = (−1, 1),VP(D) = ∅,

σ(G) = σ(D) = [−1, 1]Démonstration. L'opérateur de déalage vers la gauhe G : ℓ2 → ℓ2 est de norme ‖G‖ = 1.On a don
σ(G) ⊂ [−1, 1].Cherhons les valeurs propres de G. L'équation Gx = λx signi�e

xn = λn−1x1 n ∈ N.C'est-à-dire x = x1(1, λ, λ
2, λ3, · · · ) En partiulier, pour x1 6= 0, x ∈ ℓ2 si et seulement si

|λ| < 1. L'ensemble des valeurs propres de G est don l'intervale ouvert (−1, 1). Comme lespetre est fermé, on a
σ(G) = [−1, 1].L'opérateur D de déalage vers la droite est une isométrie, on a don ‖D‖ = 1 et σ(D) ⊂

[−1, 1]. Par ontre, il n'a auune valeur propre. Pour omprendre son spetre, on le relieraau spetre de G = D⋆ à l'aide du lemme suivant.Lemme 11.4. Soit E un espae de Hilbert. Soit T ∈ L(E). Alors
ker(T ⋆) = image(T )⊥.2



Démonstration. Soit x ∈ E. Alors
x ∈ ker(T ⋆) ⇐⇒ 〈x, Ty〉 = 0 ∀y ∈ E

⇐⇒ x ∈ image(T )⊥
�Étant donné λ ∈ (−1, 1) on a donimage(D − λI)⊥ = ker(G− λI).Comme λ est une valeur propre de G, ker(G− λI) 6= {0} et don image(D − λI) 6= E. Ononlut omme plus haut. �Opérateur de Volterra. On onsidère C([0, 1]) muni de la norme L2 :

‖f‖2L2 =

∫

1

0

f 2(x) dx.Dé�nissons k : [0, 1]× [0, 1] → R par
k(x, y) =

{

1 si y < x,

0 si y ≥ x.L'opérateur intégral
V = Tk : C([0, 1]) → C([0, 1])est appelé opérateur de Volterra. On a don

V (f)(x) =

∫

1

y=0

k(x, y)f(y) dy =

∫ x

y=0

f(y) dy.Cet opérateur est ompat. Montrons qu'il n'a auune valeur propre non nulle. En e�et,soit λ 6= 0 et supposons que V f = λf. On aura don
f(x) =

1

λ

∫ x

0

f(y) dy.On voit don que f est de lasse C∞. En partiulier,
f ′ =

1

λ
f.Les solutions de ette équation sont de la forme

f(x) = cex/λ.Puisque f(0) = 0 on déduit que c = 0 et don que f est identiquement nulle. Ce n'est pas unveteur propre de V . Puisque, pour haque f ∈ C([0, 1]), V f est de lasse C1, l'appliation
V n'est pas surjetive. Cei montre que 0 ∈ σ(V ).Exerie 2. Montrez que 0 n'est pas une valeur propre de V .3



Spetre d'opérateurs ompatsSoit E, F des espaes vetoriel normés. Une appliation linéaire T : E → F véri�ant l'unedes onditions équivalentes suivantes est appelé un opérateur ompat :(1) Si U ⊂ E est borné, alors T (U) est relativement ompat(2) L'ensemble T (B(0, 1)) est relativement ompat dans F .(3) Pour haque suite bornée (xn)n∈N de E, (T (xn))n∈N admet une sous-suite onvergente.Exerie 3. Véri�ez l'équivalenes des trois onditions préédentes.Exerie 4. Soient E, F,G des espaes vetoriel normés. Soient
α ∈ L(E, F ), β ∈ L(F,G).Montrez que� si α est ompat, alors β ◦ α est ompat,� si β est ompat, alors β ◦ α est ompat.Proposition 11.5. L'ensemble K(E, F ) est un sous-espae vetoriel de L(E, F ). De plus,si F est omplet, e sous-espae est fermé.Démonstration. Montrons le deuxième énoné. Soit (Tn)n∈N une suite d'opérateurs ompatsonvergeant en norme vers un opérateur T . Comme F est omplet, il su�t de montrer quepour haque ǫ > 0, il existe un reouvrement �ni de T (B(0, 1)) par des boules de rayon ǫ.Soit n ∈ N tel que ‖Tn − T‖ < ǫ/2. Comme Tn(B(0, 1)) est relativement ompat, il existeun reouvrement �ni de Tn(B(0, 1)) par des boules de rayon ǫ/2. Il su�t pour onlured'appliquer l'inégalité du triangle. �Exerie 5. Soient E, F des espaes vetoriel normés. Si T : E → F est une appliationlinéaire ontinue de rang �ni. Montrez que T est ompate.En partiulier, la limite d'une suite d'opérateurs de rangs �nis est ompate. Les opéra-teurs ompats ne sont pas tous des limites d'opérateurs de rangs �nis. Sauf que. . .Exerie 6. Soit E un espae de Hilbert, et T : E → E un opérateur ompat. Le but deet exerie est de montrer que T peut être approximé par des opérateurs de rang �ni. vousproéderez de la manière suivante :Étant donné ǫ > 0, vous poserez

K = adh T (B(0, 1)).Cet ensemble est ompat, il peut don être reouvert par un nombre �ni de boules de rayon
ǫ :

K ⊂ ∪n
i=1

B(xi, ǫ).Considérez le sous-espae
Fǫ = vet(x1, · · · , xn),et posez Tǫ = PF ◦ T . Vous devez montrer que

‖T − Tǫ‖ < 2ǫ.4


