
12) THÉORIE DE RIESZ-FREDHOLM POUR LES OPÉRATEURSCOMPACTSPréparons le terrain en prouvant leLemme 12.1 (Lemme de Riesz). Soit E un espae vetoriel normé et soit F ( E un sous-espae vetoriel fermé. Pour haque ǫ > 0, il existe x ∈ E tel que ‖x‖ = 1 et d(x, F ) ≥ 1−ǫ.Démonstration. Rappelons que pour haque y ∈ E,
d(y, F ) := inf

f∈F
‖y − f‖.Soit y ∈ E \ F . Comme F est fermé, d := d(y, F ) > 0. Il existe don fǫ ∈ F tel que

d ≤ ‖y − fǫ‖ ≤
d

1− ǫ
.Posons

x :=
y − fǫ
‖y − fǫ‖

.On a alors pour haque f ∈ F ,
‖x− f‖ =

∥
∥
∥
∥

y − fǫ
‖y − fǫ‖

− f

∥
∥
∥
∥
=

1

‖y − fǫ‖
‖y − (fǫ + f‖y − fǫ‖

︸ ︷︷ ︸

∈F

)‖

≥
d

‖y − fǫ‖
≥ 1− ǫ.

�Exerie 1. Montrez que si E est un espae de Hilbert, on peut hoisir ǫ = 0 dans le Lemmede Riesz.Il existe des espaes de Banah pour lesquels on ne peut pas hoisir ǫ = 0.On déduit failement la aratérisation suivante.Théorème 12.2. Soit E un espae vetoriel normé. L'espae E est de dimension �nie siet seulement si la boule unité BE est relativement ompate. En d'autres mots, l'opérateuridentité I : E → E est ompat si et seulement si E est de dimension �nie.Les espaes de dimension in�nie ont des propriétés partiulières qui rendent souvent leurétude plus ompliquée. Pensez par exemple à l'existene de fontionnelle linéaire qui ne sontpas ontinues. Le théorème suivant montre que les opérateurs qui sont des perturbationsompates d'opérateurs inversibles ne sont pas si di�érents des opérateurs sur les espaes dedimension �nie.Théorème 12.3 (Alternative de Fredholm). Soit E un espae vetoriel normé et T ∈ K(E)un opérateur ompat. Alors(1) ker(I − T ) est de dimension �nie. 1



(2) image(I − T ) est fermée et image(I − T ) = ker(I − T ⋆)⊥.(3) ker(I − T ) = {0} ⇐⇒ image(I − T ) = E.(4) dim ker(I − T ) = dim ker(I − T ⋆).Preuve de l'alternative de Fredholm.(1) Puisque le sous-espae E1 := ker(I − T ) est fermé, 'est un espae de Banah. Soit
B sa boule unité. Comme la restrition de T à E1 est l'opérateur identité et estompat, E1 est de dimension �nie.(2) Montrons que l'image de I − T est fermée. Soit (un)n∈N une suite de E telle que
fn := un−Tun → f ∈ E. On herhe à montrer qu'il existe g ∈ E tel que g−Tg = f .Posons dn := d(un, E1). Comme E1 est de dimension �nie, il existe vn ∈ G tel que
dn = ‖un − vn‖. Observons que

fn = (un − vn)− T (un − vn). (12.1)Montrons que la suite (un − vn)n∈N est bornée. Sinon il existe une sous-suite(qu'on note toujours de la même manière par paresse et soui éologique) telle que
dn = ‖un − vn‖ → ∞. En posans

wn =
un − vn

‖un − vn‖et en substituant dans (12.1) on obtient
wn − Twn → 0,

d(wn, E1) = d(un, E1) = 1.Comme T est ompat, on peut supposer que Twn onverge, et don que wn onverge,disons vers z ∈ E. On obtient don par passage à la limite
z − Tz = 0.C'est-à-dire z ∈ E1. En partiulier, d(wn, E1) → 0. C'est une ontradition. Commeproposé, la suite (un − vn) est don bornée.Comme T est un opérateur ompat, la suite (un − vn)n∈N admet une sous-suitedont l'image par T onverge vers une limite l. On a don, après passage à sous-suite,

(un − vn) = fn + T (un − vn) → f + l.L'élément g = f + l véri�e don
g − Tg = f.L'image de I − T est don fermée.Nous avons vu au dernier ours queker(I − T ⋆) = image(I − T )⊥.Cei implique queker(I − T ⋆)⊥ = image(I − T )⊥⊥ = adh image(I − T ).D'où la onlusion puisque l'image de I − T est fermée.2



(3) =⇒ Supposons que E1 := image(I − T ) 6= E et dé�nissons réursivement
En+1 = image(I − T )En = (I − T )n(E) (n ∈ N).Du fait que I − T soit injetive, on déduit que pour haque n ∈ N,

En+1 ( En.Par le point (2), es sous-espaes sont fermés. Du Lemme de Riesz on déduitdon l'existene d'une suite (un)N ⊂ E telle que
un ∈ En, ‖un‖ = 1, d(un, En+1) ≥ 1/2.Il s'ensuit que pour n > m

‖Tun − Tum‖ = ‖ −

∈Em+1

︷ ︸︸ ︷

(un − Tun) + (um − Tum) + un−um‖ ≥ 1/2.En partiulier, la suite (Tun)n∈N n'admet pas de suite onvergente, e qui on-tredit la ompaité de T .
⇐= Observons premièrement queker(I − T ⋆) = image(I − T )⊥ = {0}.Exerie 2. Soit E un espae Banah. Si T ∈ K(E), montrez que T ⋆ ∈ K(E⋆).Puisque T ⋆ est aussi un opérateur ompat, on déduit de l'étape préédente queimage(I − T ⋆) = E.On en déduit queker(I − T ) = image(I − T ⋆)⊥ = {0}.(4) . . .

�Exerie 3. Soit T ∈ K(E). Soit n = dimker(I − T ). Considérez l'équation
u− Tu = f.Montrez que l'une et l'une seule des deux alternatives suivantes est vraie :(1) Pour haque f ∈ E, il existe un unique u ∈ E tel que
u− Tu = f.(2) L'équation homogène u−Tu = 0 admet n 6= 0 solutions linéairement indépendantes etil existe u tel que u−Tu = f si et seulement si f véri�e n onditions d'orthogonalité.L'appellation alternative de Fredhom est probablement justi�ée par e résultat.Cette préparation nous permet de prouver le théorème spetral pour les opérateurs om-pats.Théorème 12.4. Soit E un espae vetoriel normé de dimension in�nie. Alors(1) 0 ∈ σ(T ), 3



(2) Pour haque λ ∈ VP(T ) \ {0},
dim ker(T − λI) < ∞.(3) σ(T ) \ {0} = VP(T ) \ {0}(4) L'une des situations suivantes est réalisée :� σ(T ) = {0},� σ(T ) \ {0} est un ensemble �ni,� σ(T ) \ {0} est une suite onvergeant vers 0.Démonstration.(1) Si 0 /∈ σ(T ), alors T est inversible et I = TT−1 est ompat. Cei est impossiblepuisque dimE = ∞.(2) Si 0 6= λ n'est pas une valeur propre, {0} = ker(T −λI). Du point (3) de l'alternativede Fredholm on déduit que image(T − λI) = E.(3) Soit (λn) une suite de nombres réels distints tels que λn ∈ σ(T ) \ {0} et λn → λ.Montrons que λ = 0.Par le point préédent, on sait que λn est une valeur propre. Il existe don en ∈ Etel que ‖en‖ = 1 et (T − λn)en = 0.Exerie 4. Montrez que les éléments (ei) sont linéairement indépendants.Considérons

En = Vet{e1, e2, · · · , en}.Alors pour haque n ∈ N, En ( En+1. Du Lemme de Riesz on déduit l'existene de
(un)n∈N ⊂ E tel que pour haque n ≥ 2,

un ∈ En, ‖un‖ = 1 d(un, En−1) ≥ 1/2.En partiulier, pour 2 ≤ m < n on a
Em−1 ⊂ Em ⊂ En−1 ⊂ Enet aussi, puisque (T − λnI)en = 0,
(T − λnI)En ⊂ En−1.On en déduit

∥
∥
∥
∥

Tun

λn

−
Tum

λm

∥
∥
∥
∥
=

∥
∥
∥
∥

Tun − λnun

λn

−
Tum − λmum

λm

+ un − um

∥
∥
∥
∥
≥ d(un, En−1) ≥ 1/2.Si λn → λ 6= 0, ei est une ontradition puisque (Tun) admet une sous-suiteonvergente.

�Exerie 5. Donnez un exemple d'opérateur T ∈ L(E) tel que ni −‖T‖ ni ‖T‖ ne sont dansle spetre.Exerie 6. Donnez des exemples d'opérateurs ompats autoadjoints pour lesquels(1) ‖T‖ est une valeur propre mais pas −‖T‖,(2) −‖T‖ est une valeur propre mais pas ‖T‖,(3) ‖T‖ et −‖T‖ sont des valeurs propres.4


