
13) LE THÉORÈME SPECTRAL POUR LES OPÉRATEURSAUTOADJOINTS COMPACTSSoit E un espae de Hilbert réel. Soit T : E → E un opérateur ompat. Nous avons déjàvu que le spetre de T est un sous-espae fermé de l'intervalle [−‖T‖, ‖T‖].Proposition 13.1. Si T est autoadjoint, alors au moins une des valeurs −‖T‖, ‖T‖ est unevaleur propre de T .Démonstration. Si T = 0, le résultat est évident. Sinon, hoisissons une suite (xn)n∈N telleque ‖xn‖ = 1 et
|Txn| → ‖T‖.Par ompaité de T , on peut aussi hoisir ette suite de telle sorte qu'il existe y ∈ E tel
Txn → y.Soit λ = ‖T‖. On utilise le fait que T est autoadjoint pour aluler :
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0 = |T 2x− λ2x| = |(T − λI)(T + λI)(x)| .Ce qui omplète la preuve. �Le orollaire suivant sera très utile.Corollaire 13.2. Soit T : E → E un opérateur ompat autoadjoint. Si σ(T ) = {0}, alors
T = 0.Théorème 13.3. Soit E un espae de Hilbert séparable. Soit T : E → E un opérateurompat autoadjoint. Il existe une base Hilbertienne (en)n∈N de E omposée de veteurspropres de T .Démonstration. Comme T est ompat, les valeurs propres de T forment une suite (λn)n≥1qui est soit �nie, soit onvergente vers 0. On pose aussi λ0 = 0. Soit En = ker(T − λnEn).Exerie 1. Montrez que les espaes En sont deux à deux orthogonaux.1



Montrons que le sous-espae
F = Vet{∪nEn}est dense dans E. Puisque T (F ) ⊂ F , on a aussi T (F⊥) ⊂ F⊥. En e�et, si x ∈ F⊥ alorspour haque y ∈ F on a

〈Tx, y〉 = 〈x, T ⋆y〉 = 〈x, Ty〉 = 0.Soit S la restrition de T à F⊥. Cet opérateur est autoadjoint et ompat. Il n'admetauune valeur propre non-nulle, ar elle-i serait déjà une valeur propre de T . Du orollairepréédent, on déduit que l'opérateur S est nul. En d'autres mots, F⊥ ⊂ E0. Cei implique
F⊥ = {0}, d'où aussi adhF = E.Chaque sous-espae En admet une base Hilbertienne. L'union de es bases est une baseHilbertienne de E formée de veteurs propres. �Corollaire 13.4. Les matries symmétriques à oe�ients réels sont diagonalisables.Exerie 2. Soit E un espae de Hilbert séparable. Soient P,Q des opérateurs ompatsautoadjoints sur E.a) Montrez que si PQ = QP , alors il existe une base hilbertienne diagonalisant simul-tanément P et Q.b) Donnez un exemple montrant que la ondition PQ = QP est néessaire.14. Et après ?Ce ours d'introdution à l'analyse fontionelle pourrait donner l'impression d'être ab-strait, d'avoir peu de liens ave la réalité nous entourant, et même de ne pas être très utileen mathématiques. Bien sur, tout ela est faux.14.1. Physique et opérateurs non-bornés. SoitE un espae de Hilbert. Le ommutateurde deux opérateurs P,Q sur E est l'opérateur

[P,Q] = PQ−QP.En méanique quantique, les opérateurs P et Q qui représentent le moment et la positionne ommutent pas, en fait, ils véri�ent une relation similaire à
[P,Q] = I.Exerie 3. Soit E un espae vetoriel normé. Soient P,Q ∈ L(E). Le but de et exerieest de montrez que
[P,Q] 6= I.a) Supposez que PQ−QP = I et montrez que pour haque n ∈ N,

[P,Qn] = nQn−1.b) En déduire que
n ≤ 2‖P‖‖Q‖.) Conlure. 2



En d'autres mots, pour faire de la méanique quantique, la notion d'opérateurs linéaireontinu est trop restritive. Il est don néessaire de généraliser le ontexte où on travaille.Soit E un espae de Hilbert. Un opérateur non-borné sur E est une appliation linéaire
T : D(T ) → Eoù D(T ) est un sous-espae vetoriel de E. On appelle D(T ) le domaine de T . On onsidèrela plupart du temps des opérateurs dont le domaine est dense dans E. Pour les opérateursnon-bornés, on remplae la notion d'opérateur ontinu par elle d'opérateur fermé. Le graphed'un opérateur non-borné T : D(T ) → E est le sous-ensemble

G(T ) = {(x, Tx) : x ∈ D(T )}du produit E ×E. On dit qu'un opérateur est fermé si son graphe l'est.Si D(T ) = E, alors un opérateur est fermé si et seulement s'il est ontinu. Cei déoule duthéorème de l'appliation ouverte. L'analyse des opérateurs non-bornés est beauoup plussubtile que elle des opérateurs bornés.Exerie 4. Le but de et exerie est de dé�nir l'adjoint d'un opérateur non-borné. Soit
T : D(T ) → E un opérateur non-borné sur un espae de Hilbert E. On suppose le domaine
D(T ) dense dans E. Étant donné y ∈ E, dé�nissons Ty : D(T ) → R par

Ty(x) = 〈Tx, y〉.Soit
D = {y ∈ E : Ty est ontinue}.a) Montrez que pour haque y ∈ D, l'opérateur Ty admet une unique extension ontinue

T y ∈ E⋆.b) Montrez que pour haque y ∈ D, il existe un unique z ∈ E tel que pour haque x ∈ E

Ty(x) = 〈x, z〉.Cet élément est noté T ∗y := z) Conlure que T ∗ est un opérateur non-borné dont le domaine est D(T ∗) = D.d) Montrez que T ∗ : D(T ∗) → E est un opérateur fermé.Exerie 5. On notera C2

0
(0, 1) l'ensemble des fontions f : (0, 1) → R deux fois ontinû-ment di�érentiables dont le supportsupp(f) := adh{x ∈ (0, 1) : f(x) 6= 0}est ompat. Soit E = L2([0, 1]). On onsidère D(T ) = C2

0
(0, 1) et T : D(T ) → E dé�ni par

Tf = f ′′.a) Montrez que et opérateur n'est pas fermé.b) Montrez qu'il est symétrique, 'est-à-dire que pour haque f, g ∈ D(T ),
〈Tf, g〉 = 〈f, Tg〉.) Montrez que D(T ) ( D(T ⋆). 3


