
EXERCICES SUPPLÉMENTAIRESToutes ses questions ont déjà été sujet d'examen. . .Espae dual.(1) Qu'est-e que le dual d'un espae normé ?(2) Soit E∗ le dual d'un espae normé. Donnez un élément de E∗.Y'en a-t-il toujours d'autres ?(3) Peut-on parfois dérire le dual d'un espae plus préisément ?(4) Est-e que l'hypothèse de omplétude est essentielle pour lethéorème de Riesz�Fréhet ?(5) Donnez un exemple d'espae qui n'est pas isomorphe à son dual.(6) Plongez E dans son bidual.(7) Comment peut-on utiliser e plongement pour ompléter E ?Opérateurs ompats.(1) Qu'est-e qu'un opérateur ompat ?(2) Donnez un exemple d'opérateur ompat et aussi un exempled'opérateur non ompat.(3) Montrez qu'un opérateur ompat est ontinu.(4) Étant donné un opérateur ompat T sur un espae vetorielnormé E de dimension in�ni, montrez que 0 fait partie du spe-tre de T .(5) Montrez que l'appliation inlusion de C1([−1, 1]) dans C([−1, 1])est ompate. Preisez les normes utilisées.(6) Disutez plus en détails le spetre d'un opérateur ompat.(7) Soit (en) une base hilbertienne d'un espae de Hilbert X . Mon-trez que l'opérateur T : X → X dé�ni par
T (x) =

∑
n

1

n
(x, en)enest autoadjoint et ompat.(8) Quelle est sa norme ?Le spetre.(1) Dé�nissez le spetre d'un opérateur.(2) Les éléments du spetre sont-ils tous des valeurs propres ?(3) Donnez un exemple d'opérateur dont 0 ne fait pas partie duspetre.(4) Énonez le théorème spetral pour les opérateurs ompats.1



2 EXERCICES SUPPLÉMENTAIRES(5) Énonez le théorème spetral pour les opérateurs ompats au-toadjoints.(6) Quel est le spetre de l'opérateur de déalage vers la droite ?(7) Donnez les grandes lignes de la démonstration du théorèmespetral pour les opérateurs ompats autoadjoints.(8) Soit T, S des opérateurs autoadjoints sur un espae de Hilbertséparable X . Supposons que
TS = STet que l'opérateur T est ompat. Montrez qu'il existe une basehilbertienne (ei) telle que haque ei est un veteur propre de Tet aussi un veteur propre de S.Espae de fontions ontinue.(1) Donnez une norme et un produit salaire sur C([a, b]).(2) Disutez leur omplétude, et omplétion si néessaire.(3) Comment reonnait-t-on un sous-ensemble relativement om-pat de C([a, b]) ?(4) Donnez un exemple de sous-ensemble relativement ompat de

C([a, b]).(5) Donnez un exemple de sous-ensemble borné qui n'est pas rela-tivement ompat dans C([a, b]).(6) L'espae C([a, b]) est-il séparable ?Espaes de Hilbert.(1) Donnez un produit salaire sur C([−1, 1]). Est-e un espae deHilbert ? Sinon, omment peut-on en obtenir un ?(2) Sur e même espae, est-e que
(f, g) =

∫
1

−1

f ′g′dé�nit un produit salaire ? Sinon, omment peut-on y remédier ?(3) La norme du supremum sur C([−1, 1]) est-elle induite par unproduit salaire ?(4) Comment aratérise-t-on la projetion sur un sous-espae fermé ?(5) La ondition de fermeture est-elle essentielle ?(6) Quel est l'opérateur adjoint de la projetion ?(7) Quel est son spetre ?Bases hilbertiennes.(1) Qu'est-e qu'une base hilbertienne ?(2) Comment ette notion se distingue-t-elle de elle de base d'unespae vetoriel ?



EXERCICES SUPPLÉMENTAIRES 3(3) Ces deux notions oinident-elles parfois ?(4) Montrez que tout sous-ensemble orthogonal d'un espae de Hilbertest linéairement indépendant.(5) Montrez que haque espae de Hilbert admettant une base dénom-brable est séparable.(6) Donnez une base hilbertienne de L2(S1).(7) Soit (en)n∈N une base hilbertienne d'un espae de Hilbert E.Montrez que pour haque x ∈ E

x =
∑
i

〈ei, x〉ei.Espaes lp.(1) Dé�nition, norme, omplétude.(2) Est-e que es espaes sont de Hilbert ?(3) Donnez une base hilbertienne de l2. Est-e aussi une base al-gébrique ?(4) Quel est le dual de lp ?(5) Dé�nissez les opérateurs de déalage. Montrez qu'ils sont on-tinues.(6) Sont-ils ompats ? Inversibles ? Autoadjoints ?(7) Calulez leurz spetres.Projetion sur les onvexes.(1) Énonez le théorème de projetion sur les onvexes dans lesespaes de Hilbert.(2) Pourquoi a-t-on besoin d'être dans un Hilbert ? Donnez unontre-exemple.(3) Soit A un sous-espae fermé d'un espae de Hilbert. Cara-térisez la projetion sur A.(4) Cet opérateur linéaire est-il ompat ?(5) Quel est son adjoint ?(6) Quel est son spetre ?Opérateurs adjoints.(1) Comment dé�nit-on l'adjoint d'un opérateur ?(2) Qu'est-e qu'un opérateur autoadjoint ?(3) Étant donné c ∈ R, l'opérateur de translation Tc : L2(R) →
L2(R) est dé�ni par

Tc(f)(x) = f(x− c).Montrez que et opérateur est une isométrie et alulez sonadjoint.(4) Montrez que l'ensemble des opérateurs autoadjoints est fermé.



4 EXERCICES SUPPLÉMENTAIRES(5) Soient T, S des opérateurs autoadjoints sur un espae de Hilbertséparable X . Supposons que
TS = STet que l'opérateur T est ompat. Montrez qu'il existe une basehilbertienne (ei) telle que haque ei est un veteur propre de Tet aussi un veteur propre de S.


