
MESURE ET INTÉGRATIONUne tribu sur un ensemble Ω est une une famille T de parties de Ωtelle que(1) ∅ ∈ T(2) Si A ∈ T , alors Ω \ A ∈ T ,(3) Si pour 
haque n ∈ N, An ∈ T , alors ∪nAn ∈ T .Un ensemble Ω muni d'une tribu T est appelé un espa
e mesurable.Les ensembles de la tribu sont dits mesurables.Exemple 0.1.(1) L'ensemble P (Ω) des parties d'un ensemble Ω est une tribu.(2) La plus petite tribu 
ontenant tous les ouverts d'un espa
e topo-logique X est appelé tribu de Borel sur X.Une mesure sur une tribu T est une fon
tion µ : T → [0,∞] telleque(1) µ(∅) = 0,(2) Pour 
haque deux ensembles mesurables A ⊂ B, µ(A) ≤ µ(B).(3) Chaque suite d'ensembles mesurables (Ak) deux à deux disjointsvéri�e
µ

(

⋃

k

Ak

)

=
∑

k

µ(Ak).Un espa
e mesuré est un espa
e mesurable muni d'une mesure, 
'est-à-dire un triplet (Ω, T , µ) où T est une tribu sur l'ensemble Ω et µ estune mesure sur la tribu T .Exemple 0.2. Sur les nombres naturels, on 
onsidère la tribu de tousles sous-ensembles. On dé�nit ensuite une mesure par
µ(A) =

{Card(A) si Card(A) < ∞,

∞ sinon.Exemple 0.3. Soit (Ω, T ) un espa
e mesurable. Soit p ∈ Ω. Lamesure de Dira
 en p est dé�nie par
δp(A) =

{

1 si p ∈ A,

0 si p /∈ A.1



2 MESURE ET INTÉGRATIONExemple 0.4. Sur la tribu Borel B sur Rn, il existe une unique mesure
λ invariante par translation et telle que λ([0, 1]n) = 1. C'est la mesurede Lebesgue. En fait, on peut 
ompléter la tribu de Borel de telle sorteque 
haque sous-ensemble d'un ensemble de mesure nulle soit aussimesurable. La tribu obtenue est la tribu de Lebesgue, la mesure deLebesgue s'y étend.Exer
i
e 0.5. Soit A un sous-espa
e linéaire de R

n.� Montrez que A est un ensemble de Borel.� Quelle est la mesure de Lebesgue de l'ensemble A ?Une fon
tion f : Ω → R est mesurable si pour 
haque ouvert O ⊂ R,l'ensemble f−1(O) est mesurable. La fon
tion indi
atri
e d'un ensem-ble mesurable A ⊂ Ω, IA : Ω → R est dé�nie par
IA(x) =

{

1 si x ∈ A,

0 si x ∈ Ac.Une fon
tion simple est une 
ombinaison linéaire �nie de fon
tions
hara
téristiques d'ensembles mesurables :
φ =

N
∑

i=1

ciIAi
.Son intégrale est

Iµ(φ) =

N
∑

i=1

ciµ(Ai).Exer
i
e 0.6. Montrez qu'une fon
tion est simple si et seulement sielle est mesurable et son image est �nie.Étant donnée une fon
tion positive mesurable f , on dé�nit
I(f) = sup

{

I(φ)
∣

∣

∣
φ est une fon
tion simple et 0 < φ < f

}

.Une fon
tion mesurable f : Ω → R est dite intégrable si I(|f |) < ∞.Dans 
e 
as on dé�nit
I(f) = I(f+)− I(f−).



MESURE ET INTÉGRATION 3Exer
i
e 0.7. Soit (Ω, T , µ) un espa
e mesuré et f : Ω → [0,∞) unefon
tion intégrable. Montrez que si ∫
Ω
f(x) dµ(x) = 0, alors l'ensemble

{

x ∈ Ω
∣

∣

∣
f(x) 6= 0

}est de mesure nulle.Notation : On peut noter l'intégrale de f de diverses manières selonla pré
ision requise :
∫

f =

∫

f dµ =

∫

Ω

f(x) dµ(x).Vo
abulaire : Presque partout, presque sûrement, pour presque tous
x, et
.Exer
i
e 0.8. Sur l'ensemble des fon
tions mesurables, on dé�nit unerelation ∼ par : f ∼ g ssi f = g presque partout. Montrez que 
'estune relation d'équivalen
e.Exer
i
e 0.9. Soit Ω un ensemble muni de la tribu de ses parties.Soit δp la mesure de Dira
 au point p ∈ Ω. Montrez que les fon
tions
f : Ω → R sont toutes mesurables et intégrable. De plus, montrez que

∫

Ω

f dδp = f(p).0.1. Théorèmes de 
onvergen
e. L'ensemble des fon
tions intégrablessur un espa
e mesuré (Ω, T , µ) est
L1(Ω, T , µ) =

{

f : Ω → R

∣

∣

∣
f est mesurable et ∫

Ω

|f(x)| dx < ∞

}

.Exer
i
e 0.10. Est-
e que la formule
‖f‖L1 =

∫

Ω

|f(x)| dµ(x)dé�nit une norme sur L1 ? Sinon, que faut-il faire pour faire de L1 unespa
e normé ?



4 MESURE ET INTÉGRATIONThéoreme 0.11 (Théorème de 
onvergen
e monotone). Soit (fn) unesuite 
roissante de L1 telle que
sup
n

∫

fn(x) dµ(x) < ∞.Alors fn(x) 
onverge p.p. vers une limite f(x). De plus f ∈ L1 et
‖fn − f‖L1 → 0.Théoreme 0.12 (Théorème de 
onvergen
e dominée). Soit (fn) unesuite de L1. Supposons que(1) fn(x) → f(x) p.p.(2) Il existe g ∈ L1 telle que pour 
haque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p.Alors, f ∈ L1 et ‖fn − f‖L1 → 0.1. Espa
es L2On note

L2 = L2(Ω, T , µ) =

{

f : Ω → R

∣

∣

∣
f est mesurable et ∫

Ω

|f(x)|2 dµ(x) < ∞

}

.Étant données f, g ∈ L2 et a, b ∈ R, on a presque partout
|af(x) + bg(x)|2 = 2a2f(x)2 + 2b2f(x)2 − |af(x)− bg(x)|2

≤ 2a2f(x)2 + 2b2f(x)2.On en déduit
∫

|af + bg|2 ≤ 2a2
∫

f 2 + 2b2
∫

g2 < ∞.Ce
i montre que L2 est un espa
e ve
toriel.Par 
onvention, on identi�e deux fon
tions f, g ∈ L2 si elles ne dif-fèrent que sur un ensemble de mesure nulle.Remarque 1.1. De manière plus 
orre
te, on dé�nit
Z =

{

f ∈ L2

∣

∣

∣
f = 0 presque partout} .C'est un sous-espa
e linéaire de L2. On rempla
e alors l'espa
e L2 parl'espa
e ve
toriel quotient L2 = L2/Z. Les éléments de L2 sont alorsles 
lasses d'équivalen
es

[f ] =
{

f + z
∣

∣

∣
z est nulle presque partout} .En général, nous ne ferons pas expli
itement la distin
tion entre L2 et

L2.



MESURE ET INTÉGRATION 5Exer
i
e 1.2. Étant données f, g ∈ L2, montrez que la fon
tion dé�niepar x 7→ f(x)g(x) est aussi dans L2.Lemme 1.3. La formule
(f, g) :=

∫

Ω

f(x)g(x) dµ(x) < ∞.dé�nit un produit s
alaire sur L2(Ω, T , µ).Démonstration. Il dé
oule de l'exer
i
e pré
édent que (f, g) ∈ R. Labilinéarité et la positivité de (., .) sont 
laires. Supposons que 0 =
(f, f). Ce
i signi�e que

∫

Ω

f 2 = 0.On a vu plus haut qu'il en dé
oule que f 2(x) = 0 pour presque 
haque x.Comme on identi�e les fon
tions presques partout égales, f représentel'élément 0 ∈ L2. �Exer
i
e 1.4. Montrez que si une suite de Cau
hy admet une sous-suite 
onvergente, alors elle 
onverge.Exer
i
e 1.5. On 
onsidère la tribu de tous les sous-ensembles de N.Considérons la mesure
µ(A) =

{Card(A) si Card(A) < ∞,

∞ sinon.(1) Montrez que toutes les fon
tions f : N → R sont mesurables.(2) Montrez que l'intégrale d'une fon
tion f est donnée par
∫

f dµ =

∞
∑

n=1

f(n).(3) Montrez que L2(N, µ) = l2.


