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Chapitre 1

Les équations différentielles

Dans ce premier chapitre, nous allons aborder un des sujets fondamentaux des mathématiques
appliquées : les équations différentielles. L’importance de ce sujet découle directement de
I'omniprésence de telles équations dans la modélisation en physique, en chimie, en biologie,
en économique, etc.

L’exemple le plus connu d’une équation différentielle de la physique est probablement fourni
par 'application de la seconde loi de Newton au probleme de la chute d’un corps dans l'air

maz"(t) = mg — az'(t) (1.1)

qui permet de relier I'accéleration d’une particule de masse m a la force de gravité et a
la force de résistance de l'air. L’équation se présente comme une relation entre deux des
dérivées de x(t). La constante a dépend a la fois du comportement de 'air (en particulier de
sa densité) et de la forme du corps (chaque corps a un coefficient aérodynamique).

Un autre exemple assez simple mais important concerne la désintégration radioactive, une
des principales découverte de Rutherford. Il a observé que certains états de la matiere était
instables et que, dans ces états, les atomes se désintégraient spontanément. Il a également
vérifié qu’on pouvait raisonnablement supposer que le taux auquel ils se désintegrent est une
fonction linéaire de la quantité de matiere disponible. Ainsi, si on note M (¢) la quantité de

dM (t)
dt

matiere présente au temps t et le taux de désintégration, le modele de Rutherford

peut s’écrire
dM(t)
dt

ou la constante de proportionnalité A, supposée positive (d’ou le signe —), est une ca-
ractéristique de 1’état. En chimie, une telle réaction est appelée réaction du premier ordre.

= —AM(1), (1.2)
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Il est assez facile de trouver toutes les fonctions qui satisfont (1.2). En effet la relation peut
se récrire

1 dM(t) dln |M(t)] _
WO &= A= = A= M) = M+ C.

En posant D = +e“, on peut écrire les solutions de (1.2) sous la forme
M (t) = De ™. (1.3)

La constante D qui provient de notre calcul de primitive est purement arbitraire. En absence
d’information supplémentaire, on ne peut pas choisir un élément de la famille de fonctions
décrite par (1.3). Mais, si on connait la quantité initiale de matiere M (0). Par (1.3), M (0) =
D, et donc la solution s’écrit

M (t) = M(0)e ™.

Plutot que de classer les éléments en fonction du taux A, les chimistes les classent en fonction
de la demi-vie c’est-a-dire du temps requis pour que 50% de la matiere présente initialement
soit désintégrée. Si T' est la demi-vie d’un élément, on a

1 AT In2
— = > A= —.
9~ ¢ T

On pourrait considérer la derniere relation comme un moyen de déterminer le taux. Mal-
heureusement, les demi-vies de plusieurs éléments sont tellement longues que ¢a n’est pas
vraiment réaliste.

1.1 Définitions et exemples

Une équation différentielle ordinaire (EDO) ! est une relation entre une variable (dite indépendante),
une fonction (parfois appelée variable dépendante) et un certain nombre de ses dérivées.

Exemple 1.1.1.  Dans cette exemple, on considere x comme la variable indépendante et
y = y(x) la variable dépendante. De plus, 3 = dy/dz.

a) y +2yr = 3y”

b) () +47 =y

On appelle ordre d'une équation différentielle I'ordre de dérivation le plus élevé qu'on y re-
trouve. Ainsi L’EDO a) est d’ordre 2, alors que 'EDO b) est d’ordre 1.

On appelle solution d’une équation différentielle, une fonction y = y(x) qui satisfait la
relation.

1. Nous utiliserons ’acronyme EDO pour équation différentielle ordinaire par opposition a EDP pour
équation aux dérivées partielles.
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b

c) L’EDO (y')? + 2% = —1 n’a aucune solution & valeurs réelles.

a) y(r) = 3z est une solution de I’équation (y')* = 9.
)

y(x) = =3z + « est une solution de la méme équation pour n’importe quel a.

La plupart du temps, une EDO possede une infinité de solution.

Exemple 1.1.2.  Considérons 'équation différentielle

"(t) =g, (1.4)

qui correspond au cas de la chute libre dans le vide (¢ = 0 dans (1.1).) Nous pouvons la
récrire

dx'(t)
dt

et, en prenant la primitive des deux membres,

=9

2'(t) = gt + x.

Sans information supplémentaire, la constante x, est absolument arbitraire. Nous pouvons
prendre la primitive des deux membres une seconde fois, ce qui nous conduit a

z(t) = th + xyt + o,
ou z(, xo sont arbitraires. Notre calcul montre que toutes les solutions de I’équation de départ

doivent étre de cette forme. Pour cette raison, nous dirons que

x(t, xp, k) = th + x4t + o,

est la solution générale de 'EDO (1.4).

En fait, la solution générale représente 2
une famille de fonctions dont les indi-
vidus sont obtenus en faisant un choix
spécifique des constantes d’intégration.
Si on trace le graphe de chacune .
de ces solutions pour chacune des
paires (z(, o) on obtient la famille

des courbes intégrales de 1'équation o Tor ok s om0 4
différentielle.

Quelques courbes intégrales de (1.4)

Exemple 1.1.3. Considérons les équations de Lorenz qui est systeme de trois EDOs
données par
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t=o(—x+y)
y=pr—y—zxz (1.5)
2= —pFz+xy.

Ce systeme a été introduit par Edward N. Lorenz pour modéliser le mouvement de particules
entre des couches atmosphériques. Les solutions de ce systeme sont chaotiques et possede une
dépendence sensibles aux conditions initiales. Les parametres o, p et [ sont des constantes
fixes. On peut voir une solution dans la figure suivante.

FIGURE 1.1 — Une solution de (1.5) pour les parametres o = 10, p = 28 et § = 8/3. On
appelle parfois cette solution le papillon de Lorenz.

1.2 Les équations du premier ordre : notions théoriques

1.2.1 Forme normale

Sous sa forme la plus générale une équation du premier ordre, dont la variable indépendante
est t, s’écrit

F(t,y(t),y'(t)) = 0, (1.6)

et on peut étre intéressé a chercher une solution sur un intervalle de temps donné I ou sur
le plus grand intervalle possible. On considere d’abord (1.6) comme une équation en y'(t)
et on cherche a la résoudre. Le théoreme des fonctions implicites (voir Section 5.8) fournit



1.2. LES EQUATIONS DU PREMIER ORDRE 11

des conditions suffisantes pour lesquelles c¢’est le cas. On remplace alors (1.6) par sa forme
normale

y'(t) = [t y(?)), (1.7)

qui peut étre valable sur tout I ou seulement sur une partie de I.

Exemple 1.2.1.  Considérons 'EDO
(@) +y(x)* =9, z€l0,1].

Nous pouvons récrire cette équation sous deux formes

y(z)=—v9I—y(z), ou ¢(x)=+v9—y*(a)

En utilisant cette approche, nous montrerons plus loin que la solution générale de cette
équation est de la forme

y(x) = £3sin(z + C). (1.8)

Il y a pourtant deux solutions élémentaires qui ne sont pas membre de cette famille. En
effet, les fonctions constantes y = +3 sont évidemment des solutions qui ne sont pas de la
forme (1.8). Elles correspondent aux cas ot nous ne pouvons pas appliquer le théoreme des
fonctions implicites comme nous ’avons fait.

D’autres exceptions de ce genre apparaitront plus loin. Une solution d’une équation différentielle
qui n’est pas un membre de la famille décrite par la solution générale sera dite singuliere.

1.2.2 Interprétation géométrique de la forme normale.

Considérons une équation du premier ordre mise sous forme normale,

y/ - f(x,y)

En chaque point du plan ou f(z,y) est défini, cette relation indique que la pente de la
tangente a une courbe solution y = g(z) vaut f(z, g(x)). On peut analyser le comportement
des solutions en représentant, en chaque point de (z,y) € Dom(f), un vecteur direction
(c’est-a-dire de longueur 1) de pente f(x,y) donné par

déf ]- f(.’]), y)

v(x,y) = , . 1.9
w9 = AT Vi @) (1.9)

L’ensemble de tous les vecteurs direction de la forme (1.9) est appelé un champ de vecteurs.
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Exemple 1.2.2. Considérons le cas y' = x + y%. Le champ de vecteur de longueur 1 est
donné en chaque point par

—( 1 T+ y?
VIt @+ 1+ @+

Si on représente ce champ de vecteur sur [—10,5] x [=5, 5], on obtient,

v(z,y)

(A gauche) Sur cette représentation du champ de vecteurs de 1’équation, nous avons tracé
les courbes solutions passant par les valeurs initiales y(0) = 1,0, —%, 1.

(A droite) Sur cette représentation du champ de vecteurs de ’équation, nous avons distingué
les courbes * = —y? et x = —y?> £ 4. La courbe © = —y? est I’ensemble des points pour
lesquels le champ est horizontal, c¢’est a dire que la pente de la solution qui passe par ce
point est nulle. Une telle courbe, sur laquelle toutes les directions sont paralleles, est dite
isocline. Pour notre équation, les isoclines sont les courbes d’équation x + y? = ¢, c’est &
dire une famille de paraboles d’axe Ox. Un moyen simple de tracer le champ des directions
est de représenter les isoclines f(x,y) = ¢ puis, en chaque point d’une isocline donnée, de
représenter une direction de pente c. Sur ce graphique, nous avons tracer les isoclines pour
c=—4,0,4.

En procédant ainsi pour I’équation différentielle 3/ = 322 4 %2, nous obtenons
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1.3 Les équations séparables ou apparentées

1.3.1 Les équations séparables

Une équation est dite séparable si elle est de la forme (1.7) et qu’en plus le membre de
droite s’écrit comme un produit de fonctions des variables dépendante (ci-dessous y) et
indépendante (ci-dessous z).

y = f(x)g(y). (1.10)

Le cas le plus simple est celui pour lequel g(y) = 1 auquel cas, la solution générale est
obtenue par intégration :

y= /f(ﬂf) da.

Dans tous les autres cas, on procede comme suit. On remarque tout d’abord que tout y =
k € R qui satisfait g(k) = 0 est solution de (1.10). Dans ce cas, nous avons que y = k est une
solution constante car 0 = (k)" = f(z)g(k). On suppose donc que y est telle que g(y) # 0.

Ainsi, soit G(y) = | —— dy, une primitive quelconque de ——. En vertu de la regle de

9(y) . / 9(y)
dérivation des fonctions composée, (y(x)) S et I’équation (1.10) peut étre récrite
dx 9(y(x))
sous la forme
dG(y(z)) _
L) fa),

dont la solution générale est obtenue par intégration,
Gly(@) = [ 1)
ou plus présicément

/Ldy:/fmdﬁc, (1.11)

ot C' € R est la constante d’intégration. A (1.11) s’ajoute I'ensemble de toutes les solutions
de la forme y = k telles que g(k) = 0. Evidemment, la solution ainsi obtenue ne définit pas
y comme une fonction explicite de x. Il n’est d’ailleurs pas toujours possible de le faire.
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Exemple 1.3.1.
Nous cherchons la solution générale de chacune des équations suivantes.

a)

y = % Iei Gly) = [ydy = %y2. Donc la solution générale est de la forme

1
2 2
="+ C.
y =5

DN | —

Remarquons d’abord qu’il n’est pas utile d’introduire une constante d’intégration dans
le calcul de G, puisqu’au final elle sera absorbée par la constante d’intégration qui
apparait quand on integre par rapport a x. (Une somme de 2 constantes arbitraires est
une constante arbitraire).

Remarquons ensuite que le méme résultat découlerait de ’approche suivante :

yy':xéydy:xdxé/ydy:/xdx.

y' = £. Notons d’abord que I'énoncé contient la condition implicite z # 0.

On remarque tout d’abord que g(y) = y ce qui implique que y = 0 est une solu-
tion constante de 'EDO. On suppose maintenant que y # 0. En procédant comme a
I’exemple précédent, on est conduit a

@:d—xé/ldy:/ldm.
Y x Yy x

Ici, nous avons implicitement rejeté la possibilité que y soit nul. En intégrant chacun
des termes, il est important de faire attention aux signes,

In [y| = In 2] + C.
ou encore
c
|y = " x].
Quel que soit le choix de C, e est positif, donc, en se débarassant des valeurs absolues,

Yy = +eCz.

Comme €% prend toutes les valeurs positives possible, D = 4-e° prend toutes les valeurs
sauf 0 et la solution générale peut s’écrire,

y=Dx, D#D0.
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Cependant cette solution générale a été obtenue sous 'hypotese y # 0 alors que y =0
est évidemment une solution admissible. Nous pouvons l'inclure en prenant comme
solution générale,

y=Dz, DelR.

y = —ﬂ—: Encore une fois y = 0 est une solution constante. Supposons maintenant
que y # 0. La condition implicite pour bien définir 'EDO est que x # —1. En séparant

nous sommes conduits a

-1 1 1
?dy_/1+xdx:>§—ln|1+x|+0.

La solution générale est donc

1

ylz) = n[1+az|+C

Ici encore nous avons travaillé sous '’hypothese que y # 0. Or y = 0 est une solution
qui n’appartient pas a la famille décrite ci-haut puisqu’elle correspond au cas limite
C — o00. Nous appelons donc cette solution, solution singuliere.

FI1GURE 1.2 — Quelques solutions régulieres et la solution singuliere.

Application 1.3.1. Revenons au probleme modele (1.1). Cette équation est du second
ordre, mais, puisque u est absent, on peut facilement la ramener a une équation du premier
ordre en posant v = u'. Puisque m, g et ¢ sont des constantes, I’équation en v qui résulte c’est-
a-dire mv’ = m g — av est séparable et sa solution est obtenue directement par intégration.

—adv a o
—————— =——t+C=mg—av=De m'
mg—av m
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ce qui conduit finalement a

1 a
v==(mg—De n').
a
Si ’on suppose que I'on a pas imprimé de vitesse initiale au corps qui tombe 2, on doit avoir
v(0) = 0 ce qui force le choix D = m g et donc
m a
o(t) = 2 (1 - ety
a
On voit que la vitesse croit avec le temps mais que, a cause de la résistance de l'air 'effet de
la pesanteur diminue.

La quantité a=1

Voo = lim U(t) = @, 300
t—o00 a

est appelée vitesse limite du corps. Les

amateurs de delta-plane compte sur un oo a=>95
coeflicient a élevé de sorte que leur vi- 10
.. o o a =
tesse limite soit tres faible. T
o 100 200 300 400 500

Voo pour m = 50kg et g = 9.80.

Application 1.3.2. FEn démographie et en biologie, les premiers modeles utilisés pour
étudier 1’évolution d’une population était du type (1.2) ol le membre de droite s’écrit plutot
A M(t). Comme nous 'avons vu, un tel modele, dit Malthusien, prédit une croissance expo-
nentielle de la population, ce qui peut avoir un sens pour des bactérie mais pas pour une
population animale. Le probleme vient de I'hypothese que le taux de variation est propor-
tionnel & la population. En effet, cette hypothese ne tient pas compte de la compétition 3qui
peut prendre plusieurs formes. Un second modele, plus réaliste, tient compte de la possibilité
de compétition pour chaque paire d’individus présente. Comme dans une population de taille
pilya %p(p — 1) telles paires, on peut considérer un modele du type,

dp A
= Aip(t) = Sp(1)(p(t) — 1) = ap(t) = bp’(t). (1.12)
Ce modele, appelé logistique, est tres utilisé dans la pratique. Encore une fois, 'EDO im-

pliquée est séparable et nous pouvons l'intégrer simplement comme suit,

dp
— = _dp= | dt.
/ap—bp2 b /

2. une telle hypothese est appelée condition initiale
3. Compétition ne signifie pas nécessairement combat : deux individus peuvent tout simplement
compétitionner pour la nourriture ou pour le couvert ou pour un sol approprié.
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Le membre de gauche s’integre par fractions partielles ce qui conduit a

1 —a+b —a+b
__1n a+ p‘:t+0 = a + p:De_at.
a p p
En isolant p, on obtient finalement
a
) = ———.
P = e

A priori, D # 0, mais toutes ces solution ont une asymptote horizontale p = § qui est
elle-méme une solution. En fait, c’est la solution qui correspond a D = 0.

Si on connait la population initiale p(0) = po, on trouve D = b — a/py, ce qui conduit a la
forme

t) = 7 Po ot = a

po+ (v —po)e ! b
Il est alors facile de voir que, si pg < 7 la solution décroit vers son asymptote alors que si
po > 7 elle croit.

1.3.2 Les équations apparentées aux équations séparables

(1) Equation de la forme ¢’ = f(y/x).

On pose y(z) = zu(x), c’est-a-dire u = y/x. On a alors ¥ = xu’ + u et on obtient une
équation en wu

zu' = f(u) — u,
qui est une équation différentielle séparable qui se résoud avec la méthode de la Section 1.3.1.
Exemple 1.3.2. Pour z # 0, considérons ’'EDO

T +
y,:g+ y'
T TrT—Y

Cette équation est de la forme y' = f(y/z), car £ = Ltv/z

T—y 1-y/z
donc ¥ = zu’ + u, d’ou

. Posons donc zu(z) = y(x), et

1+u
1—u’

xu +u=u+
et donc on obtient 'EDO séparable

@
dv
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On remarque tout d’abord que g(u) = 0 si et seulement si u = —1. Cela correspond, via le
changement de variable u(x) = y(z)/z a la solution y(x) = —z. Maintenant, on suppose que

u # —1. On obtient ainsi
/ 1—wu dx
du = | —
1+ u T

2In|l4+u| —u=In|z|+C.

ce qui mene a

Comme u = y/x, on obtient
2In |1+ y/z| —y/z =In|z| + C,

pour finalement obtenir
In(z +y)2 — L — |z = C. (1.13)
x

A cette solution générale s’ajoute la solution particuliere y(z) = —zx.

Application 1.3.3.

La figure ci-contre illustre le modele
géométrique utilis¢é pour la mise o
au point dun capteur de radio-
téléscope. Le récepteur d’ondes 5t
électromagnétiques est placé a 'origine 5
et la forme du capteur doit-étre telle T :
quun rayon prevenant de l'espace 5
(supposé parfaitement parallele a 1’axe /
de symétrie du capteur) soit réfléchi al | p
parfaitement sur le récepteur. S 4 s o o5 1 s @ 28 3 e

Données géométriques

Si le capteur est un réflecteur parfait, la loi de la réflection stipule que 'angle d’incidence
est égale a 'angle de réflection, ce que nous avons indiqué sur le dessin. En outre, les angles
0 et v ont des cotés paralleles et sont donc égaux, tandis que = § + a = 20.

Si on peut trouver une courbe y = f(x) pour laquelle I'égalité 8 = 26 est satisfaite en chaque
point, le capteur sera obtenu par rotation de cette courbe autour de I'axe Oxz. Les deux

égalités suivantes découle du contexte géométrique

¥ _ tan 3 1 = tand.
T
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2 tant 29/
nze— 200y 2
I —tan®*t o 1—(y)?

Dans la partie du plan considérée 3y’ > 0 d’ou

1 2
y’:—(—x+ ac2+y2>:E -1+ 1+(g>
) Y T

Comme proposé, on pose y = zx d’ou ¢y = x 2’ + 2z ce qui conduit a I’équation séparable
, 1 /1
Z=—==(-14+V1+2?)—2z).
x \ 2
L’intégration se fait en 2 étapes. On pose u = v/1 + 22, ce qui conduit a 1 —u = %. Sixzg <0
est I'abcisse du point d’intersection avec Ox, on obtient finalement

2

Tr=xy+
—423()’

qui est 1’équation d’'une parabole d’axe Oz et de sommet (zg,0).

(2) Equation de la forme ¢ = f(ax + by)

Si on pose u(z) = az + by(z), on obtient y' = 7 (u' — a) et on obtient f(u) = f(az + by) =
y = $(u' —a), et donc

du
T =a+bf(u) (1.14)

qui, de nouveau, est séparable. Tout d’abord, pour u = k tel que a + bf(k) = 0 est une
solution constante de (1.14). Supposons donc que a+bf(u) # 0. Donc la solution est donnée
par
/ _d o (ceR)
a+bf(u) S '
Une fois l'intégrtion complétée, on peut se ramener aux variables de départ avec le change-
ment de variable u = ax + by(x).

Exemple 1.3.3.  Soit ¢/ = (z + 4y)? Posons u(z) = = + 4y(z), ce qui implique que
y'(z) = 1(v/(x) — 1) = u®. Donc, on obtient I’équation séparable % = 442 + 1. On obtient

4 dx
donc
du

1
- 2 =x+ R).
5 arctan( u)/4u2 ;=2 C, (CeR)
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et donc en revenant aux variables de départ, on obtient

y(x) = étan(Qx + k) — %, (k € R).

1.4 Les équations exactes

En utilisant les techniques précédentes, nous avons souvent obtenu une solution générale
sous la forme implicite simple

oz, y) =C, (1.15)

ou C' est la constante d’intégration. Dans ce cas, les courbes intégrales de 'EDO ne sont

rien d’autre que les courbes de niveau de la fonction de 2 variables ¢(x,y) appelée potentiel
associé a 1’équation différentielle.

Exemple 1.4.1.  Dans 'Exemple 1.3.2, on a obtenue la solution générale In(z +y)* — £ —
In|z|> = C (C € R), pour 'équation ¢y = % + i—fz Ainsi, en posant

#w,y) % Iz +y)* = 2 —Inof,

nous avons que les courbes intégrales de 'EDO sont données par les courbes de niveau
du potentiel ¢. Dans la figure suivante, nous pouvons visualiser le champ de vecteurs de
I’équation ainsi que quelques courbes de niveau du potentiel.

N ~—— /
N X
NN\ =3
NN\ NN~

FIGURE 1.3 — En noir : Champ de vecteurs de I'’équation y' = £ + i—fz En bleu : Quelques

courbes de niveau du potentiel ¢(z,y) = In(z + y)* — £ — In|z|>. En rouge : La solution
singuliere y(z) = —z.



1.4. LES EQUATIONS EXACTES 21

Inversement, étant donnée 1’équation générale des courbes de niveau d’un potentiel, on peut
récupérer une équation différentielle qui a ces courbes comme courbes intégrales par le
procédé de dérivation implicite dans lequel on suppose que y est une fonction de z. On
est alors conduit a ’'EDO

0 10 _
£+y(m)8_y_

Une telle équation déduite de ’équation de la famille des courbes de niveau d’'un potentiel
est appelée équation exacte. Inversement, étant donnée une équation

0. (1.16)

p(r,y) +9y'(z) g(x,y) =0, (1.17)

on peut se demander s'il existe un potentiel ¢ pour lequel (1.17) est en fait de la forme (1.16).
Pour que ce soit le cas, il faut évidemment que

p(xay> = %7 et q<$,y) = g—j

La question posée peut donc étre reformulée comme suit :

Question : Etant donnée un champ de vecteurs (p(x,y),q(x,y)) existe-il une fonction de
deux variables ¢(z,y) de classe C! pour laquelle

(p(z,y),q(7,y)) = Vo(z,y)?

Si la réponse est oui, on dira que 1'équation (1.17) est exacte et sa solution (implicite) sera
donnée par (1.15). Le lemme suivant nous donne une condition nécessaire,

Lemme 1.4.1.  Etant donné un champ de vecteurs (p(z,y),q(x,y)) de classe C'(R?),
pour qu’il existe une potentiel ¢, il faut que

dp  Oq

Tt (1.18)

DEMONSTRATION:  La démonstration découle directement du théoréme de Schwartz. En
effet, si le potentiel existe, il est de classe C?(R?) donc

op ¢ P Oq

dy  Oydxr Oxdy Ox’

O
Vers la fin de ce cours nous montrerons que le lemme précédent reste valable sur certains
sous-ensembles de R? et, ce qui est plus important, nous montrerons que, sous des conditions
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un peu plus restrictives, la condition (1.18) est une condition nécessaire et suffisante pour
I’existence du potentiel. Nous 'appelerons condition d’intégrabilité.

Exemple 1.4.2.

a)

(2zy —sec’ ) + (2> +2y) y = 0.

0(2zy — sec? O(x? +2
Puisque (2zy 3 sec” ) =2r = %, la condition d’intégrabilité est satisfaite
Y x

et nous pouvons chercher un potentiel.
En intégrant le coefficient de 3 par rapport a y nous obtenons

o(z,y) = 2>y +y* + C(a).

Pour déterminer C nous utilisons la seconde condition

27y — sec’ x = % =2ry+C'(z) = C'(r) = —sec’v = C(z) = — tan x.
T

La solution générale de I’équation différentielle s’écrit alors

:1:2y + y2 —tanz = c.

/

/
W Y, /S ==~
I LS =N

Iy
3
4/
/

FIGURE 1.4 — En noir : Champ de vecteurs de I'équation (2zy — sec®z) + (22 +2y)y' = 0.
En bleu : Quelques courbes de niveau du potentiel ¢(z,y) = 2%y + y? — tan z.

b)
;142

T 142

Ecrivons d’abord cette équation sous la forme
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(1+2%)y + (1+y%) =0

2 2
8(1+y):2y7&2x:5’(1+x)
dy Ox

faite. Par contre, si nous I’écrivons sous la forme

Puisque , la condition d’intégrabilité n’est pas satis-

1 n 1

1+22 14y

o), Otz
X

multiplié PEDO par la fonction p(z,y) = W (voir Remarque 1.4.1).

1+22)
Montrons maintenant comment trouver un potentiel. Pour avoir

!
Qy_oﬂ

le calcul donne et cette fois ’équation est exacte. On a en fait

1 9

1+22 0Oz’

il faut que

o(z,y) = / 0 ij dx + C(y) = arctan(z) + C(y),

ou la fonction C(y) est arbitraire. Par ailleurs, pour avoir

1 9

1+y2  y

il faut maintenant

1 J(arctan(z) + C(y)) ,
ek 5 = C'(y) = C(y) = arctan(y).
Nous obtenons donc que ¢(x,y) = arctan(y) + arctan(x) et la solution générale de
I’équation de départ est

arctan(y) + arctan(z) = K,
et donc? an(K)
an —x
xr) = tan(K — arctan(z)) = —————.

y(z) ( (%)) 1 + tan(K)z
REMARQUE 1.4.1.  Dans I’Exemple 1.4.2(b), on a multiplié 'EDO par p(z,y) = m
pour transformer ’équation non exacte en une équation exacte. En effet, il existe parfois une
fonction pu(x,y), que Pon appelle le facteur intégrant, tel que 'EDO p(z,y) + q(z, y)% =0
n’est pas exacte, mais que u(x, y)p(x, y)+u(z, y)q(z, y);l—g = 0 est exacte. Nous allons explorer
cette possibilité dans I’exercice no. 6 de la série 2.

4. vérifier le calcul
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1.5 Théoreme d’existence et d’unicité

Jusqu’a présent, a peu d’exception, les solutions générales que nous avons obtenues se
présentaient sous la forme d'une équation implicite dépendant d’un parametre dont la représentation
géométrique était une famille de courbes. Dans plusieurs des exemples, nous avons montré
comment on pouvait sélectionner un membre de la famille en imposant une condition supplémentaire
du type y(xo) = yo. Considérons donc le probleme a valeur initiale (PVI)

y/ - f(l',y)
{ y( (1.19)

To) = Yo
et cherchons des conditions sur le membre de droite qui nous assure de l'existence et, si
possible, de I'unicité de la solution.

Exemple 1.5.1.

a) Si nous élargissons un peu la question est considérons 'EDO
(y— 1)y — 22 =0,

qui n’est pas sous forme normale, il est facile de voir que si la condition initiale est
y(zg) = 1, ce probleme n’aura aucune solution pour zy # 0.

b) Si f(x,y) = y3 et si la condition initiale est du type y(0) = 0, on voit que y(z) = 0
et y(x) = (%y)% sont deux solution distinctes au voisinage de x = 0. On ne peut donc
pas espérer avoir tout le temps 1'unicité.

¢) Pour les EDO sous forme normale, un théoréme puissant di a Peano stipule que, si
f(z,y) est continue au voisinage d’un point (z, o), le probleme (1.19) possede au
moins une solution dans un voisinage de ce point. Nous ne pourrons pas démontrer ce
théoreme, ni méme sa version plus faible, due a Picard.

Théoréme 1.5.1 (Picard).  Etant donnés deux nombres réels a < b, on définit la bande
D = {(z,y) : x € [a,b], y € R}. Si f(z,y) est une fonction de classe C*(D) pour laquelle

ay

le probléme (1.19) posséde une solution unique pour toute paire (zo,yo) € D pour laquelle
a < xg <b.

max

< 00,
(z,y)€D

DEMONSTRATION:  Nous ne donnerons pas de démonstration de ce résultat qui dépasse le
cadre de ce cours. Nous pouvons cependant considérer I'approche de Picard d’un point de
vue heuristique. Cette approche est basée sur la démarche suivante.
a) y(z) est une solution de (1.19) si et seulement si y(z) est une solution de 1'équation
intégrale

y(z) =yo + / f(t,y(t))dt.
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b) Pour trouver une solution de ’équation intégrale, on construit la suite des fonctions
suivantes :

20(@) &y, zer(x) = yo + / " ft ),

et on montre que cette suite de fonction converge vers une fonction y(z) pour x assez
pres de zg.

¢) On montre que la convergence de z,(x) — y(z) est telle que

i [ Stz 0)de= [ Feu)d

n—o0 x0

pour x assez pres de xg.
d) On en déduit que y(x) est une solution, puis on démontre qu’il n’y en a pas d’autre.

O

Exemple 1.5.2.  Soit le (PVI)

{ y = 2?2y
y(zo) = o

Etant donnés deux nombres réels a < b, posons D = {(x,y) : « € [a,b], y € R}. Puisque

9f = max |—2z| = 2max{|al|, |b|} < oo,

max
8:(/ (z,y)€D

(z,y)€D

alors le probleme possede une unique solution pour n’importe quelle condition initiale.

Exemple 1.5.3.  Soit le (PVI)

{ y = 2> +2
y(0) =1
Puisque

99«
oy oo

max
(z,y)€D

alors le probleme possede une unique solution pour n’importe quelle condition initiale. Les
itérations de Picard sont données par

2o(x) =1, zpp(x)=1 —|—/ [t? + 22,(t)] dt, n > 0.
0
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Avec Maple, on peut calculer que

zi(z) = 142z +(1/3)2°
z(r) = 1421+ 2%+ (1/3)2 + (1/6)2*
z(r) = 1421 +22>+(5/3)2 + (1/6)x* + (1/15)z°
() = 1421422+ (5/3)2° + (5/6)x" + (1/15)2° + (1/45) 2"
zs(x) = 1421+ 22>+ (5/3)2 + (5/6)x* + (1/3)2° + (1/45)2° 4 (2/315)2"
zio(z) = 1422+ 22° + (5/3)2° + (5/6)2* + (1/3)2° + (1/9)2° + (2/63)x" + (1/126)a"

+(1/567)2” + (1/2835)z™ + (2/155925)x + (1/467775)x"2.

0,

FIGURE 1.5 — En bleu : La vrai solution y(z) = —1/4 — (1/2)x — (1/2)2? + (5/4)e**. En
rouge : Quelques itérations de Picard z,(x), pour n = 1 (haut-gauche), n = 2 (haut-centre),
n = 3 (haut-droite), n = 4 (bas-gauche), n = 5 (bas-centre) et n = 10 (bas-droite).

1.6 Les équations linéaires du premier ordre

Une équation différentielle du premier ordre mise sous forme normale est dite linéaire si le
membre de droite f(z,y) est un polynome du premier degré en y, c’est-a-dire

/

y = p(x)y + q(x). (1.20)
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Lorsque g(z) = 0 I’équation est dite homogene, dans le cas contraire elle est dite inhomogene.
Si p et ¢ sont des fonctions continues sur un intervalle x € [a, b, les conditions du théoréme
de Picard sont satisfaites. En effet, dans ce cas, f(z,y) = p(x)y + q(z) et donc

max
(z,y)eD

o
5 = g o] < o

car une fonction continue définie sur un intervalle fermé borné atteint son maximum. Ainsi,
le probleme a valeur initiale

Y =p(@)y+q@), y(xo) = o (1.21)

possede une solution unique pour tout zg € [a, b].

1.6.1 L’équation homogene

Considérons d’abord le cas homogene y’' = p(z)y. Bien qu’élémentaire, le lemme suivant est
fondamental.

Lemme 1.6.1.  Sip(z) est une fonction continue sur |a,b] I'espace des solutions

E={yeC'ab] |y =p)y, =c¢/ab)},

est un espace vectoriel de dimension 1.

DEMONSTRATION:  Deux solutions ¥ et y, de I’équation étant données, on a

(a1y1 + Oé2y2)/ = alyi + 0423/5 = a1p(z)y1 + aop(z)ye = p(x) (1 + aays).

Donc, aqy; + asys est une autre solution de I’équation et E est bien un espace vectoriel.
Maintenant, soit y;(x) 'unique solution du (PVI)

{ y = px)y
y(ro) = L

Considérons maintenant une solution z(x) quelconque, mais non identiquement nulle. Soit x
telle que z(o) # 0, et posons y(z) = z(xo)y: () qui est également une solution de I'équation
homogeme. Alors, y(zo) = z(xo)y1(z0) = 2(x0), et donc y et z sont deux solutions du (PVI)

w = plx)w

w(zg) = z(xo).
En vertu du théoreme de Picard ces deux solutions doivent coincider pour tout = € [a,b],
c’est-a~dire z(z) = z(xo)yi(z). Donc E est engendré par y;(x), ce qui montre qu’il est de
dimension 1. ]
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L’équation homogene étant séparable, il est facile de trouver sa solution générale par le
procédé usuel

d
/—y:p(x):y:DeP(”), D eR.
Y

ou P(z) est une primitive quelconque de p(x). Le lemme précédent nous assure que, procédant
ainsi, nous n’avons pas oublié de solutions singulieres.

1.6.2 L’équation inhomogene

Commencons encore une fois par un lemme élémentaire.

Lemme 1.6.2.  Siy; et yy sont deux solutions distinctes de I’équation inhomogéne

y' = p(x)y + q(x),

il existe une constante réelle C' pour laquelle

Yo=Y + C'ep(x)a

ot P(z) est un primitive donnée de p(z).

DEMONSTRATION: Il suffit d’observer que

Y1 — vh = p(@) (1 — ¥2),

donc que la différence z(z) = yi(x) — y2(x) est une solution de I’équation homogene pour
déduire le résultat du calcul précédent. O
Le lemme précédent nous dit que, des que nous connaissons une solution particuliere de
I’équation inhomogene, nous connaissons toutes les autres, mais il ne nous dit pas comment
trouver la premiere. En fait, il y a plusieurs facons de s’y prendre. Nous nous limiterons a
celle de Lagrange.

Lemme 1.6.3 (Variation du parameétre de Lagrange). Il existe une fonction dérivable
u(z) pour laquelle z(x) = u(z)e/ P*) est une solution de

/

Yy =plx)y +q(x).
DEMONSTRATION:  Pour que z soit une solution, il faut que
Z, — u’efp($) + upefp(x) — p(uefp(x)) + q7

donc que «' = ge~ /P La fonction u est alors obtenue par intégration. [
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Exemple 1.6.1. Pour z # 0, soit 'EDO

/

2
Yy =—-y+Inz.
x

Puisque p(x) = 2/x, on peut choisir P(z) = Inz?. Pour obtenir une solution particuli¢re,
nous intégrons par partie pour obtenir

1 1
— [ —“ladr=——(Inz+1).
u g made x( nzr+1)
La fonction y,(z) = —1(Inz + De* = —g(Inx + 1) est donc une solution particuliere de

I’équation de départ, dont la solution générale est de la forme

y(r) = Cz® — z(Inz + 1).

REMARQUE 1.6.1.  Lorsqu’on intégre pour obtenir le parametre u(z) de Lagrange, il n’est
pas nécessaire d’introduire une constante d’intégration car, ce que nous voulons, c’est une
solution particuliere. De toute facon, si nous en avions introduit une, dans I’expression de la
solution générale elle se combinerait avec le coefficient de la solution de I’équation homogene.

Ce qu’il faut retenir de ce qui prédede, ce n’est pas tant les expressions analytiques que la
méthodologie que nous résumons maintenant.

Soit a résoudre

y = p(x)y + q(x).

alculer la solution homogéne y;, de I'équation homogéne y' = p(x)y. Cette solution
1) Calculer la solution homogeéne y;, de I’équation homogéene 3’ = p(x)y. Cette soluti
est donnée par

yn() = Cel PO,
ou C' € R est la constante d’intégration.

(2) Trouver y, une solution particuliére de y' = p(x)y + q(x). La méthode de variation
du paramétre de Lagrange suggére de chercher une solution de la forme y,(r) =

u(x)el P

(3) La solution générale de ' = p(x)y + q(x) s’écrit alors y(z) = Cel P@ 4 (1),

Exemple 1.6.2.
a) Pour z > 0, soit 'EDO donnée par
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L’équation homogene se sépare,
dy dx C
BT =<
Yy x x

On cherche alors une solution particuliere de I’équation inhomogene de la forme

plz) = =
Le parametre u sera obtenu par substitution
! 1 1
wiz) u(f) = _u@)1 +1=d(2)=0=u=-2°
x x T T 2

Ceci nous donne y, = %1: et, pour la solution générale,

(2) 1 N C
x)=—-x+ —.
Y 2 x
22
y' = —zy—x*. En séparant on obtient y,(x) = Ce™ 7. La solution particuliere cherchée
est alors de la forme u(z)e™z o u(z) est déterminée par
W (z)e” T —zu(x)e” 2 = —zu(z)e” T —az° = u = —z'ez.

L’intégrale ne peut pas étre calculée explicitement et nous laisserons la solution générale
de I'équation homogene sous la forme analytique

y(zr) = e‘é <C’ —/ 826§ ds) :

oll x( est arbitraire, mais choisi une fois pour toute.
En particulier, si nous voulions satisfaire la condition initiale y(0) = 3, la solution

correspondante s’écrirait
_a? Ty 82
y=e 2 (3—/ s*e2 ds ) .
0

Un probleme de mélange.

Un réservoir d'une capacité de 120 litres contient initialement 90 grammes de sel dis-
sous dans 90 litres (¢) d’eau. De la saumure ayant une concentration en sel de 2 g/¢
se déverse dans le réservoir au rythme de 4 litres/min tandis que le mélange sécoule
du réservoir a raison de 3 litres/min. Quelle quantité de sel aura-t-on dans le réservoir
lorsqu’il sera plein ?
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Solution.

Désignons pas Q(t) la quantité de sel en grammes (g) dans le réservoir a U'instant ¢ (en
min). Puisque le volume du miange augmente d'un litre (¢) par minute, le volume du
mélange dans le réservoir au temps ¢ est V' (¢) = 90 + ¢t. Pendant I'intervalle de temps
[t,t + At], la quantité entrante de gramme est de

Q.(At) % 4 (¢/min) x 2 (g/¢) x At (min) = 8 - At (g),

alors que la quantité sortrante de gramme est d’environ

Qu(AD) % 3 (£/min) x 9(3(& (g/0) x At (min) = s(?fim (&).

Ainsi, le taux de variation de la quantité de sel pendant U'intervalle de temps [t, t + At]
est donné par

@ — lim Qe(At) — Qs(At) ] SQ(t)

dt — At—0 At 90+t

Nous obtenons le (PVI)

dQ 3

— = [—— t)+38

dt ( 90 1 t> Q)+

Q(0) = 90.
C’est une équation linéaire du premier ordre. La solution homogend est donnée par
Qn(t) = ﬁ et la solution particuliere de ’équation inhomogene est donnée par
3
Qp(t) = 2(90 + t). La solution générale de 'EDO %2 = (_90——1—t) Q(t) + 8 est
donc donnée par Q(t) = Qu(t) + Q,(t) = ﬁ + 2(90 + t). La condition initiale
Q0) = % +2(90) = 90 nous donne C' = —90* ce qui nous donne la solution
—90*
t) = —= +2(90 + ).

Le réservoir sera plein apres 30 minutes. Donc, la quantité de sel dans le réservoir
lorsque celui-ci sera plein est

—904

@(30) = (120)3

+2(120) ~ 202 g.

1.7 Equations du second ordre

Tout comme pour les équations du premier ordre, on peut définir la forme normale d’une
équation du second ordre par
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y' = flz,y,v),

et on s’attend a ce que la solution générale soit donnée par une relation implicite contenant
deux parametres.

1.7.1 Equations se ramenant a des équations du premier ordre

Certaines équations du second ordre peuvent étre remplacées par un systeme d’équations du
premier ordre & I’aide de changement de variable et/ou de fonction inconnue.

Equations ou y est absent.

Pour une équation de la forme

y' = flx,y),
on pose z(x) = y'(z), ce qui nous ameéne au systeme
7= [flz,2),
{ v (1.22)

L’intégration de la premieére équation conduit & une solution générale z(z, a) puis, l'intégration
de ¢y = z(z, a) nous donnera une solution générale y(z, a, ).

Nous avons utilisé cette approche dans 'application sur la chute d’un corps dans 'air. Voyons
un second exemple.

Exemple 1.7.1.
y' 4+ 2xy = —x.

Si z = ¢/, 'équation en z

2+ 22 = —x,
est linéaire et sa solution est
1 2
z=—=+Ce ™.
2

La solution y(x) cherchée est obtenue par intégration

1 xX
y:——x—i-C/ e~ dt.
2 0

Ici, c’est le xy qui joue le role de la seconde constante d’intégration.
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Equations ou x est absent.

Pour une équation de la forme

y' = fy.y)
on fait le changement de fonction inconnue et de variable z(y(z)) = ¥'(z) qui nous ramene a
dz
— = f(y, 2).
7 = [(,2)

Cette équation n’est pas une équation différentielle et, pour se débarasser de x, nous utilisons
la regle de dérivation des fonctions composées

b _ddy _ iz
de  dydx “dy

L’équation devient alors

d
d—y = f(z,v),

et deux intégrations successives nous donnerons une solution générale a deux parametres.
Exemple 1.7.2. 4" =y 2. Posant z = 9/, nous sommes conduit ,

dz L

Z— = z.
dy y

Le cas z = 0, conduit a y = ¢ # 0 qui est acceptable. Le cas, z # 0 conduit a
9 1
dz=y “dy=2=——+0C.
Y

On doit donc résoudre . g
yay
=~ 4+ (C=> = duz,
y Y * Cy—1 v

qui conduit a

Y 1
x+D=5+§1n|Cy—l|.

1.7.2 Equations linéaires du second ordre, un cas général

Nous allons maintenant entamer I’étude de la plus importante classe d’équations différentielles
considérées dans ce cours. Nous les écrirons sous la forme générale suivante :

y' +p(x)y + q(x)y = r(x) (1.23)
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Tout comme dans le cas du premier ordre, si r(z) =0

y" +p(a)y +q(z)y =0 (1.24)
nous dirons que ’équation est homogene, sinon nous dirons qu’elle est inhomogene

Comme nous 'avons vu a la section précédente, il faut s’attendre a ce que la solution générale
contiennent deux constantes d’intégration.
La question d’existence et unicité

A priori, le théoreme de Picard ne s’applique qu’aux équations du premier ordre. Il y a
pourtant un moyen simple de contourner cette difficulté en remplagant le probleme (1.23),
par un systeme du premier ordre. Ainsi, en posant y; = y et yo = 1/, notre équation devient

Y = Yo
{ vy = —p(@)y2 —q(x) y1 +7(x) (1.25)

@D - (—qo(w) —pl(rc)) (i) * (r&)) ' (1.26)

Il s’agit la de la d'une équation linéaire vectorielle du premier ordre. Si nous lui ajoutons les

conditions initiales
(- )
Y2 (fo) 3/6 ’

il est possible de généraliser le théoreme de Picard pour qu’il s’applique a ce cas. Nous aurions
ainsi le résultat suivant, que nous accepterons.

ou, mieux encore

Théoreme 1.7.1.  Etant donnés trois fonctions p(x), q(x), r(x) continues sur un intervalle
la, b]. Pour tout xy € (a,b) et toute paire (yo,y;), le probleme aux valeurs initiales

y" +p()y +q(@)y = r(v)
o) = Yo (1.27)

y(
y'(ro) = o
posséde une solution unique sur (a, b).

Avant d’introduire la solution générale de (1.23), rappelons la notion d’indépendance linéaire
entre des fonctions.

Définition 1.7.1.  Soient yq,ys, ..., y, des fonctions définies sur le méme domaine /. On
dira que les fonctions sont linéairement indépendantes (ou libres) sur [ si

oy Fasys + - +ay, =0 = ag=a=--=a, =0.

Dans le cas ot n = 2, cela revient a dire que y/y; # C, pour C' constante. On dira que les
fonctions sont linéairement dépendantes (ou liées) sur I si elles ne sont pas libres sur I.
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La solution générale

Tout comme pour les équations d’ordre 1, nous commencons par le cas homogene.

Lemme 1.7.1.  Sous les hypothéses du Théoreme 1.7.1, ’ensemble

Ey = {y € C*(a,b) | y" + p(x)y + q(x)y = 0} (1.28)

est un espace vectoriel de dimension 2.

DEMONSTRATION: Il découle directement du Théoreme 1.7.1 que Ey n’est pas vide. La
solution y = 0 est clairement dans Ejy. Par ailleurs, si y1,y2. € Ey et a;,as € R, alors la
fonction z = a1y + asys satisfait

2 p@)2 +q(x)z = (oay] + aoyy) + p(x)(any) + oys) + q(z) (aayr + azys)
= o (yy +p(@)y; + a(@)y) + oy + p(x)ys + q(x)y2)
- 0.

Donc z est aussi une solution (z € Ej), ce qui montre que Ej est un espace vectoriel.

Choisissons maintenant un point z € (a, b). En vertu du théoreme d’existence, il existe deux
solutions de I’équation homogene, y; et ys, qui satisfont les conditions initiales

yi1(zo) = 1, yi(zo) = 0 et ya(xg) = 0, yh(xo) = 1. Montrons que y; et yo sont libres. Soit
a1y1 + asys = 0. Alors aqyy (o) + asya(zo) = oy = 0. Maintenant aqy; + asyh = 0 et donc
a1y (o) + oy (o) = ag = 0. Donc a; = ay = 0, ce qui montre que y; et yo sont libres.

[l reste a montrer que {y1,y»} forment une base de Ey. Maintenant, soit z(z) € Ey quelconque
et posons 29 = z(zq) et 25, = 2/(x). On définit la nouvelle fonction y(x) = 2oy () + zhy2 (),
qui satisfait aussi les conditions initiales y(zg) = 2o et y'(xo) = z,. Donc y et z sont deux

solutions du (PVI)

w’ +p(z)w’ +q(z)w = 0
uigarog = 2 (1.29)

Il découle du Théoreme 1.7.1 d’exisitence et d’unicité que
z =y = 2y + 22 € Eo,
ce qui complete la démonstration. O]

Maintenant que nous avons caractérisé ’ensemble solution d’une équation homogene, nous
sommes en mesure de caractériser celui d’une équation inhomogene.
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Lemme 1.7.2.  Sous les hypothéses du Théoreme 1.7.1, si vy, désigne n’importe quelle
solution de I'équation inhomogéne (1.23), alors

E = {yeC%ab) |y +p@)y +q(x)y=r(x)} =y, + Ep.

DEMONSTRATION:  L’inclusion y, + Ey C E est facile a vérifier. Pour l'inclusion inverse,
considérons une autre solution z(z) de I’équation inhomogene et posons u T Yp. Un
calcul direct montre que u € Ey ce qui acheve la démonstration. [

Tout comme dans le cas des équations linéaires du premier ordre, il est utile d’extraire des
résultats précédents un algorithme général de résolution.

Soit a résoudre I’équation inhomogene

y' +p(2)y +q(z)y = ().
a) Trouver y; et y, deux solutions libres de I'équation homogéne y" + p(z)y’ + q(z)y = 0.
b) La solution générale de I’équation homogene sera yp(z) = c1y1(x) + coya(z).
c¢) Trouver y, une solution particuliere de I’équation inhomogene.

d) La solution générale de I'équation inhomogene s’écrit alors y(z) = y,(z) + yn(z).

Nous avons donc une approche générale mais, contrairement au cas des EDO d’ordre 1, nous
ne savons pas comment franchir chacune des étapes. La question est beaucoup plus difficile
et nous allons restreindre notre attention a quelques cas particuliers mais importants. Avant
de nous atteler a cette tache, nous avons besoin d'une caractérisation de l'indépendance
linéaire. La définition suivante est diie au philosophe et scientifique polonais Josef Hoéné-
Wronski (1776-1843).

Définition 1.7.2.  Soit y;(z) et yo(x) deux fonctions de classe C'[a, b], on appelle Wrons-
kien de y; et yo la fonction

W) = W () (o)) 2 et (50 000) — (o) = o).

REMARQUE 1.7.1. On note que si yi,y € Cla,b] sont liées, alors il existe un couple
(e, B) # (0,0) tel que ayy + Bya = 0. Dans ce cas, on a aussi ay) + Sy, = 0. Ceci implique
que, quel que soit le choix de x, le systeme homogene

() wo) (3) = ()
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possede une solution non nulle. Cela implique que la matrice (y} (z) ()

vi(z) ys(x)
sible et donc que son déterminant est nulle. On conclut donc que W (z) = W (yi(z), y2(x)) =
0, et ce Ve la,b.

n’est pas inver-

Proposition 1.7.1.  Soient trois fonctions p(x), q(x),r(x) continues sur I'intervalle |a, b|
et soient yy,ys deux solutions non nulles de classe C*(a,b) de I'équation inhomogéne (1.24).
Alors yy,ys sont liées sur (a,b) si et seulement si W(x) = 0 pour tout x € (a,b).

DEMONSTRATION: (=) Voir la Remarque 1.7.1.

(<=) Supposons que W (x) = 0, pour tout x € (a,b). Puisque ys n’est pas nulle partout, par
continuité, il existe un intervalle (c,d) C (a,b) sur lequel elle ne change pas de signe. On a
alors que pour tout x € (¢, d)

0=W(y(x), y2(x)) = _yZ(x)Q% (%) '

On en déduit que le rapport z—; est constant sur (¢, d). Notons « la valeur de ce rapport.
Puisque y;(z) = aya(x) sur (¢, d), pour tout xy € (¢, d) le probleme

y' +p@)y +alx)y = r(z)
y(ro) = aya(ro)
Y'(zo) = ays(wo) -
possede deux solutions ays(x) et y;(z). Il découle du Théoreme 1.7.1 que ces deux solutions
coincident partout sur (a,b), donc que y; et y, sont linéairement dépendantes. O]

Une formulation équivalente de la Proposition 1.7.1 est la suivante.

Proposition 1.7.2.  Soient trois fonctions p(zx), q(x),r(x) continues sur I'intervalle [a, b]
et soient Y,y deux solutions non nulles de classe C*(a,b) de I’équation inhomogéne (1.24).
Alors y,,y2 sont libres si et seulement si il existe xg € (a,b) tel que W (xy) # 0.
Exemple 1.7.3.
a) Soient y;(z) = sin(z + a) et yo(x) = sin(x + b). Ce sont deux solutions non nulles de
I'équation y” +y = 0. On a
Wi(zx) =W (y1(z),y2(x)) = sin(z + a) cos(x + b) — sin(x + b) cos(z + a) = sin(a — b).

Donc, y; et yo sont libres si et seulement si a — b n’est pas un multiple entier de 7.
b) Pour «, 3 € R, soient y;(z) = 2% et yo(x) = 2. Ce sont deux solutions non nulles de

Péquation 3" + By + Ly =0 ot p = a(a—lg:g(ﬁ—l)

et g = —pa—ala—1). On a
W(z) = W(yi(), ya(2)) = (@ — f)z*"77L

Donc y; et yo sont libres si et seulement si o # f3.
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Proposition 1.7.3.  Etant donné deux fonctions p(x) et q(x) continues et deux solutions
y1 et yo de I’équation homogeéne

Y +p(x)y + q(z)y =0,

il existe une constante D pour laquelle
W(z) = W(y(x), ya(x)) = De I P,
DEMONSTRATION:  Par définition,
W' = (y1y2 — vay1) = ¥{y2 — yaun.

Puisque y; et yo sont des solutions,

W' = yo(—py; — qy1) — y1(—pys — quya) = —pW.

On obtient le résultat en intégrant cette équation séparable. [

Corollaire 1.7.1.  Soient p(z) et ¢(x) deux fonctions continues sur [a, b]. Supposons qu’il
existe yp, y2 deux fonctions définies sur (a,b) qui sont des solutions non nulles de ’équation
homogene y” + p(z)y’ + q(x)y = 0. Alors, exactement une des deux situations suivantes se
produit :
a) W(z) =Wy (x),y(x
quement nul sur (a,b)
b) W(x) = W(y(x), y2(x
jamais sur (a, b).

)) = 0 pour tout x € (a,b), c’est-a-dire le Wronskien est identi-

)
)) # 0 pour tout x € (a, b), c’est-a-dire le Wronskien ne s’annule

DEMONSTRATION:  C’est une conséquence directe de la Proposition 1.7.2. ]

Le résultat suivant nous fournit une maniere d’obtenir une seconde solution y, de 1’équation
homogene a partir d’une premiere solution y; de I’équation homogene.

Théoréme 1.7.2 (Variation du parameétre de Lagrange, prise 2).  Etant donné deux
fonctions p(x) et q(x) continues sur |a, b] et une solution non nulle y, de I’équation homogene
(1.24), il existe une fonction u(z) pour laquelle yo(x) = u(z)y;(x) est une autre solution de
I’'équation.

DEMONSTRATION:  Nous procédons comme nous I’avons fait dans le cas des équations du
premier ordre. Pour que ys = uy; soit une solution, il faut et il suffit que

u'yy + 2u'y) +uyl + () (u'yy + uyy) + q(z)uy; = 0.

En regroupant les termes nous obtenons
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0 =u(y) +p(@)yy + q(x)y1) + (v + ' (2y) + p(x)y1).

Le premier terme de droite étant nul par hypothese, nous sommes conduit a 1’équation,
uyr + ' (2y) + p(x)yr) = 0.
En posant w = o/, on obtient

2 /
w+(ﬁhm@0w:o

n

qui a comme solution w(z) = e/ ~*®d ou h(z) = 2% + p(x). Comme v’ = w, on obtient

donc
u(z) = /w(m)dm = /ef_h(‘”)dzdx.

Exemple 1.7.4.

a) Pour x € (—1,1) soit 'EDO (1 —2?)y” — 2y’ +y = 0. Il est facile de voir que y;(x) = x
est une solution. Cherchons en une seconde par la méthode de variation du parametre.
Une fonction ya(z) = u(z)x sera solution si et seulement si

0=(1-2*)(u"z+2u) — oWz +u) +ur=(1—2%)ou” + (2 - 3z
La fonction w = u' est donc solution de ’équation séparable

w’ 3r2 —2 s w(z) C
= w(r) = ————.
221 — 22

w (1l —a?)
En prenant C' =1 et en intégrant de nouveau, nous obtenons

V1 — 2
u(z) = _—.:1:7 cest-a-dire  yp(7) = V1 — 22

X

b) y1(x) = 22 est solution de z%y” — 2y = 0 pour = # 0. Alors y»(r) = uz? sera une autre
solution si

2 (2*u” + dou’ + 2u) — 22%u = 0 = 2" + dzu’ = 0.

Une solution de I’équation est u(z) = # ce qui donne comme seconde solution

Y2 () = =
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Le résultat suivant nous fournit une maniere d’obtenir une solution particuliere de I’équation
inhomogene, et ce a partir de deux solutions libres vy, 2 de ’équation homogene.

Théoreme 1.7.3 (Variation du parameétre de Lagrange, prise 3).  Soient y;, yo deux
solutions libres de ’équation homogene y" +p(z)y’ +q(x)y = 0. Alors il existe deux fonctions
uy, ug telles que y, = wiy; + ugys est une solution particuliere de l'équation inhomogene

y' + @)y +q(z)y = r(z).
DEMONSTRATION:  Pour que y,(z) = wi(2)y1(z) + uz(x)ye(x) soit une solution de y” +
p(z)y + q(x)y = r(z), il faut que

r(z) = [ujyr + 2uiyy + uyy + usys + 2uhys + usyh]
+p(x) [uyyr + wryy + uhye + ugys] + q(x) [urys + uzys].

Si on utilise le fait que y; et y» sont des solutions de I’équation homogene, 1’équation ci-haut
se simplifie pour devenir

r(z) = ulyy + 2uly, + uyy + 2ubyb + p(x)[uys + uhys). (1.30)

Pour simplifier cette expression, nous imposons a u; et us la condition supplémentaire

uiyr + uyys = 0. (1.31)

En dérivant 'équation (1.31), nous tirons de cette condition que

uiyL + uiyy + sy + usys = 0,

ce qui permet d’éliminer u] et uj dans la relation (1.30) qui devient

uryy + usyy = r(x). (1.32)

Donc, u; et uy sont obtenus en résolvant d’abord le systeme algébrique

<§i 52) (Zi> N (r{L)) ! (1.33)

puis en intégrant u) et uj pour obtenir u; et us. Notons que le déterminant du systeme est le
Wronskien et que les solutions étant libres, le systeme a nécessairement une solution. Cette
solution est donnée par
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et donc X
(U1E$;> B /M{—(illyg(x)r(x) dx

ua\® (x)r(x) dz

On peut donc conclure que la solution particuliere de I’équation inhomogene est donnée par

(o) == ([t i) m + ([ rmene d)me@. 0
[

Exemple 1.7.5. Pour x > 0, considérons 'EDO inhomogene

On a que y;(z) = 1 et yo(x) = Inx sont des solutions libres de I’équation homogene. Pour
avoir que y,(z) = u1(x) + uz(x) Inz est une solution particuliere, on résoud le systeme

b 1)) - ()

ce qui donne

2 332 2 $2

uy = —rhnx,uy,=1x= u(x) = —%lnx-i— T up(x) = % = yp(z) = o

On peut finalement conclure que la solution générale de 'EDO est donnée par

2

x
y(x):cl+021nx+z, c1, 09 € R.

1.7.3 L’équation a coefficients constants

Concentrons maintenant notre attention sur I’équation

ay" + by +cy=r(x), abceR, a#0, (1.35)

dont nous cherchons la solution générale en procédant comme suggéré par notre étude
théorique. Notre travail sera grandement simplifié si nous étendons la notion de solution
au cas des fonctions a valeurs complexes.
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L’équation homogene a coefficients constants

ay" +by +cy=0, a,bceR, a#0. (1.36)

Nous cherchons des solutions particulieres de la forme y(z) = e**, X € C. Pour qu'une telle
fonction soit solution, il faut que

ar?e™ + bhe™ + ce™ = 0.

Puisque que la fonction exponentielle ne prend jamais la valeur 0, y sera solution si et
seulement si A est une racine du polynome caractéristique

p(\) = aX® +bA+ec.
Il y a trois cas a considérer :

(i) b* — 4ac > 0. Dans ce cas le polynome a deux racines réelles distinctes \; et Ao, ce qui
nous donne deux solutions linéairement indépendantes,

yilw) = M =1,2.
(ii) b* —4ac < 0. Dans ce cas, nous avons deux racines complexes conjuguées A = « +1if3. Si

y<x> — eaxe:tﬁiz

sont les solutions a valeurs complexes correspondantes, elles sont également conjuguées.
Par linéarité les fonctions

yi1(x) = e* cos Bz, yo(x) = e*sin Sz,

sont maintenant des solutions a valeurs réelles qui sont linéairement indépendantes.
(iii) b? — 4ac = 0. Dans ce cas, notre approche ne nous donne qu’'une solution

by
yl (:L’) = € 2a",
Nous cherchons une solution linéairement indépendante de celle-ci par la méthode variation
du parametre de Lagrange (prise 2) vue dans le Théoreme 1.7.2. On cherche donc une
deuxiéme solution de la forme yy(z) = u(x)e 2%, Ce sera une solution si
ba b b b

_b _b _b _b
0= u”@ 24 % -+ u’ (—Zﬁe 2a% + —e QaI) — u”e 2a$7
a a

c’est-a-dire u” = 0. Ceci donne u(x) = z et donc, comme seconde solution,

yo(x) = T
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Exemple 1.7.6.
a) iy’ — 3y + 2y = 0. Le polynome caractéristique est p(\) = \* — 3\ + 2 a pour racine

A =1et A\ =2, la solution générale s’écrit donc
y(x) = cre” + ce**, ¢, €R.
b) 3y” — 12y’ + 12y = 0. Le polynome caractéristique est 3(A — 2)? et la solution générale
s’écrit
y(x) = e* (cy + cax), c1,c0 €R.

c) ¥ +w?y =0, w> 0. Le polynome caractéristique a deux racines imaginaires -wi et
la solution générale est

y(x) = ¢ coswr + cpsinwz, ¢, ¢ € R,

Solution particuliere de I’équation inhomogeéne a coefficients constants

Pour trouver une solution particuliere de 1’équation inhomogene a coefficients constants
(1.35), nous pouvons directement appliquer la méthode de variation du parametre de La-
grange (prise 3) présentée au Théoreme 1.7.3.

Exemple 1.7.7. Trouver la solution générale de

y' — 2y +y = 5e*",
et ensuite trouver I'unique solution qui satisfait la condition initiale y(0) =1 et ¢/(0) = 0.
Tout d’abord, p(A\) = (A — 1)® et donc A = 1 est une racine double. Les deux solutions

libres de I'équation homogene sont y;(x) = €® et yo(x) = xe®. Leur Wronskien est W(z) =
W (e®, ze®) = e**. En utilisant la formule (1.34) du Théoréme 1.7.3, on obtient que

wi@) = = ([ g de)ut + ([ rmre do) )
. ( / e (56%) d:c) ¢+ ( / 6%61(5@396) dx) ve
B ( [ e d:c) e’”—|—5< [e dx) v = 2o

Ainsi, la solution générale est donnée par

D
y(x) = c1e” + cowe® + Ze3x
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Maintenant y(0) = ¢;42 = 1 ce qui implique que ¢; = —%. De plus, ¢/ (0) = c;+c2+22 = 0, ce
qui implique que ¢y = —%. Donc, I"unique solution qui satisfait la condition initiale y(0) = 1
et ¥'(0) = 0 est donnée par

1
y(zr) = Z(—e“ — 14xe® + 5e3%).

Considérons maintenant une seconde approche (que nous présenterons de maniere plus in-
formelle, mais qui peut étre plus facile a retenir) pour trouver une solution particuliere de
I’équation inhomogene (1.35). On l'appelle parfois la méthode des coefficients indéterminés.
Cette approche est basée sur une idée simple : on cherche une solution particuliere qui est de
la méme forme que le membre de droite. Notez qu’il est possible de justifier cette approche
en utilisant la formule (1.34).

Le choix de y,(z) en fonction du second membre r(z).

| Type de r(z) | Choix de y,(z) |
ae”® Ce*®
ax™ + Bz L. Azt + Ay o A+ A
a coswr + fsinwx Acoswzx + Bsinwz
e (B coswx + ysinwz) | e**(Acoswr + Bsinwr)

Si le membre de droite est une solution de 1’équation homogene (1.36), cette approche ne
fonctionne pas. On la corrige de la fagon suivante : si le membre de droite correspond a une
racine double de I’équation caractéristique, au lieu du choix y,, on fait le choix zy,.

Finalement, pour un membre de droite plus complexe, on peut utiliser le principe de super-
position : si y,, est un bon choix pour ri(z) et y,, un bon choix pour ra(z), yp, + yp, est un
bon choix pour 71(x) + ro(x).

Exemple 1.7.8. Calculer la solution générale de
y' 4y — 12y = 222
Comme p(A) = A2+ A —12 = (A—3)(A+4), les deux solutions libres de I’équation homogene

sont yi(z) = €* et yo(x) = €. On a ainsi que y,(r) = 163 + cpe™**. Calculons une
solution particuliere a I’équation inhomogene. Comme le membre de droite est de la forme
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ax? 4+ Bx + 7, on cherche une solution de la forme y,(z) = Asz? + Ajx + Ap. Pour que y,
soit une solution, il faut que pour tout x

20 =y +y, — 12y, = (242) + (24sz + A1) — 12(As2® + Ajz + Ay)
= (—1242)2% + (245 — 124))x + (245 + A; — 124).

En identifiant les coefficients en face de chaque puissance de x, nous avons que

—12A,
== 2A2 - 12A1
0 = 245+ A — 124,.
On résoud pour obtenir Ay = —%, A= —% et Ag = —%. Ainsi,

1, 1 13

yp(z) = % T3¢ mo

Finalement, la solution générale est donnée par

1 1 13
y(o) = (o) +yple) = e b et -Gt - g g, (e €R)

Exemple 1.7.9. Trouver la solution de
y' — 3y +2y = 8e* +cosz, y(0)=1,4(0)=0.
On commence par étudier I’équation homogene (1.36). L’équation caractéristique est
M3\ +2=A-2)A—1)=0.

La solution générale de 1’équation homogene est donc y, () = c1e** + coe®. On traite ensuite
I'EDO avec comme membre de droite 8¢**. Puisque 2 est une racine simple de 'équation
caractéristique on cherche une solution de la forme Aze?*. En reportant dans ’équation, on
obtient ’équation algébrique,

A4 +4z) —3A(1+27) +24 =8, A=8=y, =8ze™.

On traite maintenant 'EDO avec comme membre de droite cosz. Notre choix sera donc
Acosx + Bsinz. En reportant dans ’équation, on obtient I’équation algébrique,

1 3
—(Acosz+Bsinx)—3(Bcosz—Asinz)+2(Acosz+Bsinx) = cosz = A = 0 B = 10
Donc y,, = 0.1(cosz — 3sinx) et la solution générale de I'équation différentielle de départ
s’écrit
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Y(r) = Yn(T) + Yp, () + Yp, (2) = c16* + c2e” + 8z* + 0.1(cos ¥ — 3sin ).
C’est maintenant et seulement maintenant que I'on détermine les constantes en fonction des
conditions initiales.
l=y0)=ci+c+01, 0=¢(0)=2c;+c+8—-03=c¢ =—-86,¢,=9.7,

la solution cherchée est

y(r) = —8.6e** + 9.5¢” + 8ve** + 0.1(cos ¥ — 3sin ).

1.7.4 L’équation d’Euler-Cauchy

L’équation d’Euler-Cauchy est définie, pour = > 00, par
22y +pry +qu=0, p,qgeR. (1.37)

On cherche des solutions de la forme z®. Une telle fonction est solution si

0 = 2%a(a—1)2°" + prax® ! + ga®
= 2% (a(a=1) +pa+q)
2 (a®+(p—1)a+gq).

On peut donc conclure que x® est solution si « est une racine de ’équation

déf

pla) = a®+(p—1a+q=0. (1.38)
Comme dans le cas de ’équation (1.36), il y a trois cas a considérer. Dans ce cas, le discri-
déf
(p—1)% —4q.

minant est A =
a) A >0 : On a deux racines rélles distinctes oy, as de (1.38). Dans ce cas, on obtient
deux fonctions y;(z) = z* et yo(x) = 2“2 qui sont libres sur tout intervalle qui ne
contient pas 0. En effet, pour z # 0, on a que W (2™, 2°?) = (ap — ap)x® 7271 £ ().
Donc, la solution générale de (1.37) est donnée par

y(r) = 1™ + 2™, (c1,¢0 €R).

b) A =0: On laisse ce cas exercice (voir question 3 de la série 6). Ici, la solution générale
de (1.37) sera

y(r) = c1z® + oz Inx, (c1,c0 € R).
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¢) A <0:On a deux racines complexes conjuguées o +i3 de (1.38). En posant § = Inz

(c’est-a-dire x = €7), on obtient

20T = gogiP = 2% = 2 (cos(B0) + isin(B0)) = 2 (cos(BInz) + isin(BInzx)).
Comme dans le cas de I’équation homogene a coefficients constants (1.36), par linéarité
de I’équation d’Euler-Cauchy (1.38), les parties réelle et imaginaire de %" sont des

solutions réelles. Ainsi, en posant y;(r) = Re(z*t%#) = 2%cos(BInx) et yo(x) =
Im(z2+%) = z%sin(BInx), la solution générale de (1.37) dans ce cas est donnée par

y(x) = c1x® cos(fInx) + coz®sin(SIn z), (c1,c2 € R).

1.7.5 Equations linéaires d’ordre n

La théorie est en tout point semblable a celle des équations d’ordre 2. On dénote les équations
linéaires d’ordre inhomogene et homogene d’ordre n par

Dy ey iy oy = g()

H) "+ paay™ iy poy =0,
ou ¢(x) est une fonction continue sur un intervalle [a, b] et pg, p1, - . ., Pn_1 sont des constantes
réelles. Nous avons les propriétés suivantes.

a) L’espace des solutions de I’équation homogene (I) est de dimension n, c’est-a-dire

yn(r) = Zcz'yi(il?), ¢ € R.
i=1

La démonstration est semblable aux cas d’ordre 1 et 2 : on commence par définir, pour
chaque 7 € {1,...,n}, y; comme 'unique solution du (PVTI)

{ y(’fL) +pn71y(n_1) + e +p1y/ +p0y =0 (1 39)
(y(x())a y,<x0)7 s 7Z/(n_1)(1’0>> = é; )

ou zg € (a,b) et &; est le i-eme vecteur de la base canonique de R". Par la suite, on

montre que 'espace des solutions

Ey = {y € C(a,b) | y™ 4 pory™ D+ -+ p19/ + poy = 0} (1.40)
est un espace vectoriel engendré par B = {y,(t),y2(t),...,ya(t)}. Finalement, on
montre que le Wronskien de yq,ys, ..., ¥y, ne s’annule jamais, c¢’est-a-dire

W (i), ... () 2 det | 1) ’ ‘ OREL
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b) Soient {yi(t),y2(t),...,yn(t)} n solutions linéairement indépendantes de (H). Alors la
solution homogene est donnée par

n

Yn(z) = Zciyi<x)> (c; €R).

i=1
c¢) La solution générale de 1’équation (I) est alors donnée par
Y =1UYn + Yp,

ol y, est une solutions particuliere de (I).

d) Une base de l'espace des solutions de (H) étant connue, on peut trouver y, par la
méthode de variation des coefficients de Lagrange, c¢’est-a-dire une solution de la forme

Yp(x) = Z w;(7)yi(),

ou les u;(x) sont des fonctions a déterminer.

e) Pour une équation a coefficients constants, la solution générale de I’équation homogene
est obtenue comme une combinaison d’exponentielles e** dont les coefficients sont les
racines de ’équation caractéristique,

PN Z N 4 P AT pid g = 0.
C’est ici que la difficulté réside puisqu’on ne peut que rarement résoudre une équation
algébrique de degré élevé.

f) Pour les équations a coefficients constants, on peut appliquer la méthode des coefficients
indéterminés avec des précautions particulieres pour les racines multiples.

Exemple 1.7.10. Considérons I’équation d’ordre 3 donnée par
y" —6y" + 11y — 6y = —12x + 24.
L’équation caractéristique est
pPA) =X =6 N+ 1A —6=(\—-1)(A=2)(\—3)
et donc la solution homogene est
yn(x) = cre” + coe® + c3e™,  (cy,c,c3 €R).

Pour obtenir la solution particuliere y, on utilise la méthode des coefficients indéterminés.
Comme le membre de droite est de la forme ax 4+ 3, on cherche une solution de la forme
yp(z) = Az + B :
1 1
11(A) —6(Az+B)=—12z+24 = A=2, B= ~3 = y,(2) :21-—5.
La solution générale de 1’équation inhomogene est donc

1
y(x) = yn(x) + yp(z) = c1e” + €% + 363 + 20 — 3 (c1,co,c3 € R).



Chapitre 2

Courbes et surfaces dans R?

2.1 Courbes paramétrées dans R"

En cinématique on décrit la plupart du temps la position d’une particule en mouvement a
I’aide de trois équations

(z,y,2) = (x(t), y(1), (1)) (2.1)

ou t est le parametre qui varie dans un certain intervalle du temps. Le systeme (2.1) est
appelé le systeme des ¢quations paramétriques de la trajectoire.

Exemple 2.1.1. Une balle de masse m est lancée horizontalement d’une hauteur yq. Si
le lanceur se trouve au point (0,yg) et s’il imprime a la balle une vitesse horizontale vy, le
mouvement de la balle sera décrit, dans le plan, par la paire d’équations

x(t) = vot (position)
y(t) = yo — %th, (vitesse)

qui constituent le systeme d’équations paramétriques de la trajectoire. Pour identifier la
trajectoire, on peut éliminer ¢ dans le systéme pour obtenir une relation explicite ou implicite
entre x et y. Ici, t = % et donc y = yo — 2%952. La trajectoire est une parabole.

0

Y
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Exemple 2.1.2. Certains lieux géométriques peuvent aussi étre décrit avantageusement
par un systeme d’équations.

a)

Une roue de rayon a roule sans glisser sur un plan horizontal. On fait une marque au
point de contact Py = (0,0) de la roue avec le plan au début du déplacement et on
cherche a décrire la trajectoire P(0) = (x(0),y(0)) telle que P(0) = Py suivie par ce
point.

ab

On remarque que pour 6 qui varie, le centre qui varie en fonction de 6 est donné par
(a#, a). Le cercle de rayon a centré en (af, a) paramétré dans le sens horaire et débutant
au point (0,0) est donné par

x(f) = ah — asinf
y(#) =a—acosf, 6>0.

Dans ces équations, le parametre 6 est un angle. La trajectoire est périodique et il suffit
de la décrire pour 6 € [0, 27].

Une droite d de l'espace qui passe par le point py = (Zo, Yo, 20) dans la direction du
vecteur U = (a, b, c) est définie par d = {7(t) = po + t¥ : t € R}. Ceci mene aux
équations paramétriques

(x(t),y(t), 2(t)) = (xo + at, yo + bt, 2o + ct) .

Définition 2.1.1.  On appelle courbe de classe C*) dans R” une fonction

f:la,b] — R
= (fl(t)a"'vfn(t))a

dont les n composantes f; : [a,b] — R sont de classe C*[a, b].
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—

L’image f([a,b]) est appelée trajectoire de la courbe. On dira que & € R™ est sur la courbe

—

s'il appartient a la trajectoire, ¢’est-a-dire s'il existe ¢ € [a, b] tel que f(t) = 7.

— — —

Les points f(a) et f(b) sont appelés extrémités de la courbe. Si f(a) = £ (b), celle-ci est
dite fermée. Si de plus f est injective sur (a,b), la coube est dite simple. Une courbe simple
fermée est dite courbe de Jordan.

A priori cette distinction entre courbe (une fonction) et trajectoire (un lieu géométrique)
peut paraitre artificielle. Les exemples suivants rétablissent les faits.

Exemple 2.1.3.
a) 7(0) = (cos@,sin @)
1) 6 €[0,7/2],
2) 0 €[0,2n]

Pour 1) la trajectoire est un quart de cercle, alors que, pour 2), la trajectoire est le
cercle tout entier.

b) 1) #(u) = (acosu,bsinu), u € [0, 27]
2) 7(u) = (acos(2mr — u), bsin(2r — w)), u € [0, 47].

La trajectoire est la méme en 2) qu’en 1), mais, en 2), lorsque u varie de 0 & 47, le
rayon vecteur balaie 'ellipse 2 fois dans le sens négatif.

H)l) { @) ~2) |b)
+

FIGURE 2.1 — Quelques courbes des exemples en a) — 1, a) — 2 et b).

c) La courbe 7(t) = (2cost,2sint,t), t € [0, 27| représente une hélice circulaire de pas
2m. Voir la Figure 2.3.
2.2 Vecteur tangent

Soit 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)), t € [a,b] une courbe. Si (zo,yo, 20) = 7(to) est un point de la
courbe et si on étudie le comportement de 7(t) lorsque ¢ varie autour de ¢y, on obtient que

A7 = 'ty + At) — (to)
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FIGURE 2.2 — Trajectoire de la courbe 7(t) = 2 cos t74 2sin t7 + tk.

est le vecteur joignant 7(to) a 7(to + At). Le vecteur 4L est porté par la méme sécante. Si
At — 0 et si la trajectoire posséde une tangente au point 7(tg) le rapport ﬁ—f tend vers un

vecteur porté par cette tangente. Cette motivation géométrique suggere la définition suivante.

Définition 2.2.1.  Soit 7 : [a,b] — R", on dit que la courbe possede un vecteur tangent
en 7(ty) si la limite
1
lim — (7(¢ At) — 7t
dim, g (Mo + 80) = 7(to)
existe et est non nulle. Dans ce cas, cette limite est notée 7 (t() et est appelée vecteur tangent
a la courbe au point 7(tp).

FIGURE 2.3 — Vecteur tangent 7 (¢y) & la courbe au point 7(¢o).

Lemme 2.2.1.  Soit 7 : [a,b] — R™ une courbe continue. Cette courbe admet un vecteur
tangent en 7(ty) si et seulement si chacune des composantes de " est dérivable en ty et si

7' (to) = (ri(to), ..., (to)) # (0,...,0).
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DEMONSTRATION: 11 suffit de voir que 7/(¢) existe si et seulement si r.(¢) existe pour tout
1=1,...,n. En effet,

(to + At) — (o)

F/ (to) = lim

At—0 At
_ ( lim 71(to + At) — 71 (to) . lim 7 (to + At) — rn(t0)>
A0 At At—0 At

= (fi(to), -, fu(to)) -

Exemple 2.2.1.  Si 7(t) = (cost,sint), alors
7'(t) = (—sint,cost)
7"(t) = (—cost,—sint).
On voit que 7(t) - 7/(t) = 0 ce qui montre bien que 7’(¢) est dans la direction de la tangente.

La connaissance du vecteur tangent est ce qu’il faut pour obtenir une équation de la droite
D tangente a une courbe : ¢’est une droite qui passe par 7(tg) et qui est parallele au vecteur
7’ (tp), donc on peut la représenter paramétriquement par

-

D = {d(s) = to) + (s — to)7' (o) : s € R}. (2.2)

D

7(b)

FIGURE 2.4 — Droite D tangente a la courbe 7(t) qui passe par 7(tp).
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Exemple 2.2.2.  Considérons la courbe 7(t) = (2cost, 3sint, £t), ¢
équation de la tangente a cette courbe au point (7). Puisque 7(t)
on a

€ [0,4x]. On veut une
= (—2sint, 3 cost, %),

T \/§ 1
(=) =(V2,3—,— 7
T(4) (\/_7 2 74)7 r (
Donc, la tangente s’écrit

) = (_\/573£7 %)

s
4 2

d(s) = (\/5,3\/75, i) + (s — z)(—\/5,3\/—5, l).

4 2w
Les équations paramétriques sont alors données par

(dy(s),da(s),ds(s)) = (\/5(1 — s+ t),3§(1 +s5—

=1
] =
s
EN
INE)
N——

FIGURE 2.5 — L’hélice 7(t) = (2cost,3sint,=t),t € [0,47] et sa tangente d(s) =
(V2,32,4) + (s — )(—v/2,3%2, 1) au point 7(w/4).

Clairement la définition (2.2) est prise en défaut lorsque 7'(t;) = 0 puisqu’elle ne définit
plus une droite. Dans ce cas particulier différents scénarios sont possibles. En particulier la
tangente peut ne pas exister. Dans ce cours, nous faisons la convention suivante : nous dirons
qu'une courbe admet une tangente seulement aux points ot 7 (to) # 0.

Exemple 2.2.3. Soit 7(t) = (t*,#3) t € [-1,1]. On a que 7/(0) = (0,0). Pourtant
la tangente au point (0,0) n’existe pas comme lillustre la représentation graphique de la
Figure 2.6. C’est le brusque changement de direction du vecteur tangent en (0, 0) qui empéche
la définition d’une tangente continue. En géométrie, un tel point est appelé point cuspidal.
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051 f(t)

04 0.6 08 1

14

FIGURE 2.6 — La droite tangente & la courbe 7(t) = (¢, t3) n’existe pas au point 7(0) = (0, 0)
car 7'(0) = (0,0).

Quelques propriétés de la dérivation des fonctions 7: R — R”

Soient 7 et 7% des courbes de classe C| et soit @ : R — R une fonction contintiment
différentiable. Etant donné deux vecteurs v;,vs € R", on dénote leur produit scalaire par
U1 - Ua. Si n = 3, on dénote leur produit vectoriel par ; x v5. La validité des propriétés
suivantes découle directement du Lemme 2.2.1.

a) (Fi(t) +72(t)) = 7i(t) + 73(t)

b) (a(t)ri(t)) = a'(£)71(t) 4 alt)r(¢)

c) (ri(t) - m2(t))" = 7Fi(t) - 7o (t) + ra(t) - 73(2)
d) (7(t) x 7a(t))" = 7i(t) x 72 (t) + 71 (E) X 75(t)
e) Si R(t) = 7 (a(t)), alors R’(t) =d' ()7 (a(t)).
Exemple 2.2.4. Deux applications simples des propriétés précédentes.

a) Soit 7 une courbe de R™ pour laquelle ||7(t)|| = ¢, pour tout t € [a,b] avec ¢ € R une
constante. Alors 7(t) et 7/(t) sont perpendiculaires. En effet,

& =7t) 7(t) = 0= () =2r'(t) - 7 ().

b) Une particule se déplace dans 'espace de telle fagon qu’au temps ¢ son vecteur accélération
a(t) = 7" (t) soit donné par @(t) = tA+ B, ou A et B sont fixes. Si on connait la position
initiale 7(0) = 7 et la vélocité initiale 7/(0) = ¥, on peut déterminer la trajectoire de
la fagon suivante.

7(t) = tA+ B = F(t) =

F’( ) = £ A+tB+vO = 7(t)
D= 0. Fmalement, on obtient

PA+tB+C. Or 7(0) = 6 = C = @ Ainsi,
= B + #yt + D. Utilisant #(0) = 7, on tire
T

i(t) = F A+ 55 + Tot + To.
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2.3 Champ de vecteurs et lignes de champ

Définition 2.3.1. On appelle champ de vecteurs de R", une fonction v : R™ — R".
Un champ de vecteurs est donc la donnée de n fonctions de m variables, chacune d’elle
étant appelée composante du champ. Par opposition nous appellerons un champ scalaire une
fonction de R™ a valeurs dans R.

Dans ce cours, nous rencontrerons surtout des champ de vecteurs pour lesquels le nombre de
variables est égal au nombre de composantes. Le terme champ vient de la physique, ou cette
notion est omniprésente. En mathématique les champs sont souvent appelés transformations.
En général, on les appelle champs quand c’est ’aspect vectoriel qui compte.

NoTATION 2.3.1. A partir de maintenant, nous utiliserons constamment la notation sui-
vante. Le vecteur rayon d’un point (z1,...,z,) de R" sera noté

F=(z1,...,2,), etsagrandeur sera notée r =|7]| =/ + -+ 22,

Définition 2.3.2. On appelle lignes de champ d’un champ vectoriel v : R* — R” la
famille de courbes qui sont, en chaque point 7= (z1, ..., x,), tangentes au vecteur v(r).

Exemple 2.3.1.

a) Sion dénote par ¥ = (z,y, z) un point de I'atmosphere, la fonction qui associe a ce point
sa température T'(7") = T'(z,y, z) est un champ scalaire mais la fonction qui lui associe
la vitesse du vent est un champ vectoriel V (7) = (Vi(x, vy, 2), Va(z,y, 2), Va(z,y, 2)).

b) (Mécanique des fluides) On considere un écoulement de fluide incompressible dans
un cylindre, suscité par une différence de pression crée, par exemple, par 'ouverture
d’un robinet. Si la vitesse est faible, I’écoulement sera le méme dans toutes les sections
planaires qui contiennent I’axe du cylindre. On peut montrer, a I’aide des équations de
Navier-Stokes que le vecteur vitesse de I’écoulement est donné par

3. y) = (w(lo— y)) .

La constante v désigne la chute de pression et la vitesse est d’autant plus prononcée
que cette chute est importante.
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Ecoulement de Poiseuille.

Ici y = 1/2 est axe du cylindre y = 1 et y = 0 les parois alors que 2 mesure la distance
le long de I'axe. On voit que 1’écoulement est le méme pour chaque = que la vitesse est
nulle sur les parois et varie quadratiquement en y avec un maximum sur I’axe. En plus,
comme sa seconde composante est horizontale, ¥ est tangent aux droites horizontales.
On dit que ces droites horizontales sont les lignes de champs de v.

(Champs magnétiques) On sait que les courants électriques induisent des champs
magnétiques dont la forme et I'intensité dépendent du conducteur. Si on considere ’axe
Oz comme un conducteur infiniment long dans lequel circule un courant constant, on
peut montrer, en négligeant les constantes et les unités, que le champ magnétique
induit H : R® — R3 est de la forme

H(r)=H = -
(7) = Ale.2) = (-

0).

Un tel champ est toujours perpendiculaire au conducteur (ce que stipule la loi d’Ampere).
Si on utilise le produit vectoriel on obtient une expression plus intéressante de H. En
effet, si 7 désigne encore le vecteur position et k = (1,0,0) le vecteur unitaire de Oz,

7x k= (y,—x,0), et donc || x k|| = 2% + .
Il en découle que

. 1 .
H(r)= ——=—7rxk. 2.3
ATy TF 2

On voit que H est toujours horizontal et perpendiculaire au plan contenant Oz et le
point 7. Pour que cette propriété reste satisfaite lorsque le point tourne autour de I'axe
des z, il faut que H soit tangent au cercle parcouru. On dit que ces cercles sont les
lignes de champs de H.
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—14

Le champ magnétique H :R3 — R3 donné par (2.3) et quelques lignes de champ.

d) (Lois de Newton et de Coulomb) Ces lois stipulent que la forme du champ gravi-
tationnel d'une masse ponctuelle et celle du champ électrostatique d’une charge ponc-
tuelle est la méme, a savoir si la source est en (0,0,0), alors

La constante v est positive et sa valeur dépend du systeme d’unité et de la situation
physique. Un champ de cette forme est dit central car :

— La grandeur du champ ne dépend que de la distance a l'origine, c¢’est-a-dire qu’en
coordonnées sphériques

z
r=+/2?2+y>+ 2%, 60 = arccos (—) , ¢ = arctan (g> ,
r x

elle ne dépend que de r et pas de 6 et ¢.
— Le champ est, en chaque point, parallele au rayon 7. Autrement dit les lignes de
champ sont des demi-droites issues de l'origine.
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Le champ gravitationnel F :R3 — R® donné par (2.4) et quelques lignes de champ.

On peut voir que le champ magnétique (2.3) du conducteur Oz n’est pas central car il
ne pointe pas vers 'origine et sa taille dépend de ¢ (Vérifier!)

e) (Champs de vecteurs gradient) La fonction f(z,y) = 222 + 3y* a pour courbes de
niveau des ellipses centrées a l'origine. Le champ de vecteurs qui associe a chaque point
le gradient de f est ¥ = Vf = (4x,6y). Ce champ est en chaque point perpendiculaire
aux courbes de niveau de f. Ses lignes de champ sont donc les trajectoires orthogonales
de ces courbes de niveau.

NYTTT T T
I

NAAAAAA
NANNANN
22700701117
/77111

NN

Champ de vecteur gradient de f(z,y) = 222 + 3y et quelques lignes de champ.

En général, la détermination des lignes de champs requiert la résolution d’un systeme
d’équations différentielles. Dans des cas simples on peut ramener ces sytemes a des équations,
ce que nous allons illustrer par quelques exemples.

Exemple 2.3.2.

a) On cherche les lignes de champ du champ de vecteurs H :R? — R? donné par
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) = ) = (5 s ).

:E2+y27x2+y2

Soit f(t) = (x(t),y(t)) qui est en chaque point tangente & H, on aura

En appliquant la regle de dérivation des fonctions composées, on obtient

dy _ y'(t) x

dor — 2/(t) Y

Cette équation est séparable et sa résolution conduit a

v? +y? = C%
Les lignes de champ sont donc une famille de cercles centrés a 1’origine.

On cherche les lignes de champ de Vf si f(z,y) = 2? + % Puisque V[ = (2z,y), ses
lignes de champ sont les courbes (z(t), y(t)) solution de

{ () = 2
y) =y
ou encore les courbes intégrales de

dy _y
de 2z

Encore une fois, cette équation est séparable. La solution générale est

r=cy’, ceR (2.5)
Ce résultat a une intéressante application géométrique. Puisque les courbes de niveau
de f forment une famille d’ellipses centrées en (0,0) et de demi axes (a, \/5@), a € R,
on obtient que chaque membre de cette famille est orthogonale a chaque membre de la
famille de paraboles (2.5) et ce, en chaque point d’intersection.

Pour f(z,y) = 22% + 3y*, Vf = (4z,6y). Dans ce cas, on cherche x,y solutions de
2’ =4z, iy = 6y. On trouve y? = Ca3.
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2.4 Courbes de classe C(V)

2.4.1 Longueur de courbe

Nous voulons maintenant introduire une notion de longueur de courbe. Dans le cas d’un

segment de droite joignant les points 7, = (21, za, ..., x,) et 7o = (Y1, Y2, - - ., Yn) la longueur
ne peut pas étre autre chose que la longueur euclidienne || — 7 || dans R™. Maintenant, si
nous avons une ligne polygonale joignant plusieurs point 7,7 = 1,...,k, il est tout aussi

naturel de définir la longueur par

k—1
> 7 =7
=1

Soit maintenant f : [a,b] — R™ une courbe continue dans R™. On appelle partition P de
la, b] la donnée d’une liste croissante de points

P: th=a<t;<tyg<---<t, =0

Nous désignons par P I'ensemble de toutes les partitions de [a,b]. Soit P € P, on désigne

—

par /(P) la longueur de la ligne polygonale qui joint les points f(¢;),i = 0,..., k, c’est-a-dire

Définition 2.4.1. On dira qu’une courbe continue est rectifiable si

—

et le nombre L(f) est appelé longueur de la courbe.

La définition de longueur de courbe semble a priori difficile a calculer car pour I’évaluer nous
devons considérer toutes les partitions P € P. Cependant, dans le cas ou la courbe est de
classe CM, nous avons une maniere directe de calculer la longueur.

Théoreme 2.4.1.  Soit f: [a,b] — R™ une courbe de classe C"). Alors fest rectifiable

et )
- |

DEMONSTRATION: (<) Soit P :tg =a <t; <ty < --- <t = b une partition de [a,b]. On
observe que

f’(t)H dt.

— — —

/t. TP dt = Flti) — Fit) = 1) — Ft)] < /t GRS
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On a alors

k-1

(P) = S 1 ltier) - ||<Z / Cipna= [ 17w

~
I
o

et donc

VPeP, (P /Hf’ | dt.

On peut conclure que

L(f) = sup (P / 17l d.

pPcpP

(>) Soit € > 0 donné. Puisque f est de classe C!), la fonction f'(t) est continue sur [a, b]
(qui est fermé et borné), et donc uniformément continue. Ceci implique qu'il existe un écart
§ tel que, si |t — s| < 8, alors || f/(t) — ]?/(S)H < € quelle que soit la position de la paire s,t
dans [a, b]. Soit donc P une partition de [a, b] dont les points sont distants d’au plus §. Quel
que soit le sous-intervalle, on a, pour chaque t € [t;, t;11],

17O < 7))+ 1P @) = Pl < 1)) +e

Donc

/t. ) Hfl(t)H dt < ||J;;(tz)||(tz+1 —ti) + € (tiv1 — 1)

tit1
-1/
t;

tit1

< | F(ts) = F @) dtl] + [ F(tin) = FE)] + € (tian — 1)

< ||f( ir1) — F(t)|| + 2€(tivs — 1)

En sommant toute ces contributions, on obtient

—

(t:) = F/ (&) + F(t) dt]] + € (tis1 — t:)

y

b k-1 tiv1
/ 1Pl = Y / 1P (0]t
a i=0 Yt

*'ﬂi

IA

(ta)|| + 2€(tizr —ts)

ZHf z+1

= ()+26( a)
< L(f) + 2¢(b—a).

—

Puisque € est arbitraire, on obtient que / (t)||dt < L(f). O
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Nous donnons maintenant quelques exemples de calcul effectif de longueur de courbe.

Exemple 2.4.1.

a) (Cercle) Une équation paramétrique d’un cercle centré en (x¢, yo) et de rayon R s’écrit

{:z:(t) = 29+ Rcos(t)
y(t) = yo+ Rsin(t), t€[0,2n].

Donc f/(t) = R(—sint, cost) d’ot ‘

f’(t)” = R, ce qui conduit &

27
L) = / Rdt = 27R.
0
b) (Cycloide) Soit 7(t) = (t —sint, 1 — cost), pour ¢ € [0, 7].

= 7'(t) = (1 — cost,sint)

= ||7"(¢)||dt = \/2(1 — cost)dt

T t
L= in | - =4.
/0 sin (2) dt

c) (Hélice conique) Soit 7(t) = (e’ cost, e’ sint, e’) pour t € [0,log2] .

17/(t)]| = +/[et(cost —sint)]? + [et(sint + cost)]2 + et

= V3l

Donc

L(7) =3 / 10g2etdt — /3.

d) (Ellipse) #(t) = (acost,bsint), t € [0,2x]. ||F'(t)|| = Va®sin®t + b2 cos® t. Donc

2
L(r) = Va2sin? t + b2 cos? t dt.
0

La primitive de cet intégrant ne peut pas étre exprimée a ’aide des fonctions usuelles.
L’étude de ce type d’intégrales, connues sous le nom d’elliptiques, a mené a celle d'une
classe de fonctions tres importantes, les fonctions elliptiques qui jouent un role dans
de nombreux sujets mathématiques. Ces intégrales ont été tabulées.
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2.4.2 Paramétrisations (courbes) équivalentes

Nous avons déja remarqué que deux courbes distinctes pouvaient définir la méme trajec-
toire. Nous voulons maintenant préciser quand nous considererons deux courbes comme
équivalentes. Géométriquement nous pouvons voir qu’il faut exiger 3 choses :

a) méme trajectoire, c’est-a-dire, méme point de départ et d’arrivée,
b) méme sens de parcours,
¢) méme distance parcourue.

Plus précisément, nous avons la définition suivante.

—

Définition 2.4.2.  Soient f(t) définie sur [a,b] et g(u) définie sur [«, 5] deux courbes. On
dira que les courbes sont équivalentes s’il existe une fonction w : [a, b] — [, 8] telle que
(i) u(a) = a, u(b) =
(ii) w est strictement croissante et dérivable
(i) g(u(?)) = f(1).
Une fonction u satisfaisant ces trois points est appelée changement de parametre admissible.

—

Théoreme 2.4.2.  Soient f(t) : [a,b] = R" et ¢ : [a, 5] = R™ deux courbes équivalentes.
Alors

a) f et g ont la méme trajectoire, et en particulier les mémes extrémités,

b) f et § ont Ie méme sens de parcours (méme orientation), c¢’est-a-dire f" et §' pointent
dans la méme direction.

—

¢) L(f) = L(g), c’est-a-dire méme distance parcourue.

DEMONSTRATION:  Soit u : [a,b] — [«, 5] la fonction strictement croissante et dérivable
telle que u(a) = a, u(b) = B et Flu(t)) = f(t).
a) Comme u est strictement croissante, u(a) = « et u(b) = f, alors u([a, b])
Comme §(u(t)) = f(t), on obtient que f([a,b]) = F(u([a,b])) = §([a, 8]). Donc, f et
7 ont la méme trajectoire. En particulier, f(a) = g(u(a)) = §(a) et f(b) = Fu(b)) =
g(B), c’est-a-dire f et G ont les mémes extrémités.

b) Du point (ii) et (iii), on obtient que

F1(t) = ' ()" (u(t))- (2.6)

Comme u est strictement croissante, alors u/(t) > 0, et donc f" et §' pointent dans la
meme direction.
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c) Comme f et ¢ sont des courbes de classe C™"), on peut appliquer le Théoreme 2.4.1
pour obtenir que

5 )
L) = [ lgends ™ [ g o)) v

()" (u(®)| di

I
=

Exemple 2.4.2.
a) 7(0) = 2cosb7+ 3sinf J 6 € [0,2m)
et R(¢) = 2cos(20)7+ 3sin(2¢0)7 ¢ € [0, ).
Décrivent la méme ellipse parcourue dans le méme sens le méme nombre de fois. Le
changement de parametre s’écrit 6 = 2¢.

b) §(u) = 2cos(2m — u)r+ 3sin(2mr —w))  u € [0,2m)
décrit la meéme ellipse parcourue le méme nombre de fois mais en sens contraire.

Notez que si u(a) = 8, u(b) = a et u/(t) < 0, alors on dira que le changement de parametre
renverse 'orientation. Il existe un moyen simple de faire cette opération en prenant comme
changement de parametre

u(t) = (a+0b) —t

A partir de maintenant nous considérerons que deux fonctions vectorielles de R dans R™
qui sont équivalentes par changement de parametre admissible définissent la méme courbe.
Mathématiquement, ceci signifie qu'une courbe est une classe d’équivalence de fonctions.
Nous n’aurons pas besoin de ce formalisme et nous contenterons de cette remarque.

2.4.3 Paramétrisation par la longueur d’arc

Définition 2.4.3.  Soit f: [a, b] — R™ une courbe de classe C") par morceaux. On appelle
élément de longueur de cette courbe la différentielle

ds = ||f'(t)|] dt.

Notons que, si

)= [ 17w d
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—

désigne la longueur de 'arc de courbe paramétrisée par f(t) et si fl (t) # 0 pour tout t, la
fonction s(t) possede les propriétés suivantes,

(1) s(a) =0,s(b) = L.
(2) s(t) est strictement croissante.
(3) s(t) est dérivable et s'(t) = || F/(t)].

Ceci montre que ds est bien une différentielle au sens classique. En outre, si on désigne par
7 : [0, L] — [a, b] I'unique fonction inverse de s (qui existe et est dérivable), on voit que v est
un changement de parametre admissible. Si nous définissons

g:[0,L] - R",

par B
g(s) = f(v(s)),

nous dirons que g est une paramétrisation de la courbe par la longueur d’arc ou encore une
paramétrisation naturelle de la courbe.

Théoreme 2.4.3. Soit ¢ la paramétrisation d’une courbe par la longueur d’arc. Alors
lg'(s)l =1, Vs

DEMONSTRATION:  Le calcul est immédiat,

. 1 .
—/ !/ !
g'(s) = () (7(s)) = —=———F"(7(5)),
L (v ()l
il suffit maintenant de prendre la norme des deux membres. 0

Exemple 2.4.3.

a) Hélice conique. f(t) = e'(cos(t),sin(t),1),t € [0,00). Un calcul direct montre que
IF @) = 3e.

Donc

Finalement

g(s) = is cos(In Ls sin(In is
9(8)—(\/5 + 1)(cos(1 (\/g +1)),sin(l (\/g +1)),1).



2.5. NOTION DE COURBURE 67

—

b) Cycloide. f(t) = (t —sin(t),1 — cos(t))

—

I7(2)] = 2sin(:).

Donc
s(t) = 4(1 — cos(t/2)),

c’est-a-dire 5
t = 2arccos(1 — Z)

Finalement

-

g(s) = (2arccos(1 — Z) — sin(2 arccos(1 — Z)), 1 — cos(2arccos(1 — Z)), s €10,8].

La section suivante va nous permettre d’illustrer un des intéréets de cette paramétrisation.

2.5 Notion de courbure

Dans cette section, nous nous limitons aux cas n = 2 et n = 3. Soit C' une courbe de classe
C? de paramétrisation naturelle

g:[0,L] - R3
s = (2(s),y(s), 2(s))-

Nous voulons étudier la variation de la tangente a la courbe par rapport a la distance par-
courue.

Mesure de la courbure.

Soit Af I'angle formé par les vecteurs tangents ¢'(s) et ¢'(s + As), si pour un As fixe, A
est petit la courbe est peu incurvée et si Af est grand la courbe est tres incurvée. Ceci nous
amene a étudier la limite suivante

. YA/,
AEEO As
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Puisque ||¢'(s)|| = 1 Vs, le triangle est isocele de c6té 1, donc
X
llg'(s + As) — ¢'(s)]| = 2sin - = NG + o(A0)

ou

o(AG)

A ag 0

D’ou

lg'(s + As) —g'(s)ll2 _ A0 o(A9)
As " As (1 * ) '

As N

existe donc et

La limite de

As
A8l g (s+As) =g ()]
e e Vv . A
La quantité
K(s) = [1g"(s)]

est appellée courbure de C' au point g(s).
Exemple 2.5.1.

a) Droite
w(t) = 2o +tu ou d = (u,v) est le vecteur directeur
y(t) =yo +tv ’ .

S(t)Z/O V(@)? 4 (y)2dt =t (u, v)[|

N z(s) =z + ||§§2
y(S) = Yo + d[[2

s) 1

]2
et 2”(s) = y"(s) = 0 ce qui traduit le fait qu'une droite n’a aucune courbure.

b) Cercle

{ x(f) = acosd
y(0) = asind

<
—~

:> x/(s) _ /

u

<

0
s(0) :/ adt = 0a
0

z(s) = acos 2 2'(s) = —sin 2 2"(s) = —Lcos®
= s = / s ¢ = " s
y(s) = asin 2 Y'(s) = cos 2 y'(s) = —,sin?

= kK= é Donc plus le rayon du cercle est petit, plus la courbure est grande.
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2.5.1 Calcul de la courbure pour une paramétrisation arbitraire

Soit f : [a,b] — R3 une autre paramétrisation de la courbe C. On sait que

donc
7' (5) = [ (h(s)) (W ())* + [ (h(s))1" (s)
Mais h'(s) = - (h(s) donc
oy =8 (h(s)h'(s) _ —s"(h(s))
= e T he
La courbure x au point f(t) n’est rien d’autre que ||g’(s(¢))]| o
- _ PO a0
o) = g+ 70 ()

Puisque s'(t) = ||JF/(t)||a

g - 0P
17l
d’ou
— JFH@) (f_; : Jﬁ/)ﬁ(t)
t) = —~= — =
T = FE T A

et done

LIPIPF" () = (- PP Ol

k=1g" (sl = 7

Si on calcule la norme du numérateur, on obtient

— —

IR I = CF - P32 = 1PN @) < F @)l

On a donc finalement que

w170 < Pl
IROIE




70 CHAPITRE 2. COURBES ET SURFACES DANS RN

Exemple 2.5.2.

a) Ellipse
{ ; i Zs(,ji(r)lsee On peut la considérer comme la courbe de R?
. x =acost o
f:q y=bsind = k(0) = H”f/ﬁ;“
z2=0

. . €1 €9 €3

f'x f"=2| —asinf bcos® 0 | =es(absin®f+ abcos®f) = abes
—acosf —bsinf 0

1771l = Va2 sin® 0 + b2 cos? 0

— Ii(@) o |ab| _ |ab]

N (\/a2 sin? 6+b2 cos? )3 (\/62+(a2—b2) sin? )3

{Si a = b on retrouve k() = 1}.

Si a > b la courbure la plus grande est donc aux points § = 0 i.e. (a,0) et la plus
petite aux points (0, +b).

b) Hélice conique

€1 €2 €3
f'x f" = | e(cost —sint) e'(sint + cost) €°
—2sinte! 2 cos te! e
= [e*(sint — cost)e; — [e*(cost +sint)|ey + 2e*es
IF % f"| = e*{sin®t+ cost — 2sintcost + sin® ¢ + cos®t + 2 costsint + 4}/

VA
171 = V3

Ve V2,
_— = —
<\/§)363t 3
et I'on s’apercoit que, plus ¢ est grand, plus la courbure est petite. La courbe tend
asymptotiquement vers une droite.

= k(t) =

2.6 Surfaces paramétrées dans R"

2.6.1 Définitions et exemples

Définition 2.6.1. On appelle surface paramétrée dans R™ une fonction Y : D — R"on
D CR2 Si ¥ € C®(D) on dira que la surface est de classe C®). L’ensemble Y(D) C R™ est
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appellé la trace de 3. Un point & € R™ est sur la surface si 3(u,v) € D tel que T = S(u, v).
Si cette derniere relation est satisfaite par deux paires distinctes (u,v) et (v/,v'), le point Z
est dit multiple. Une surface sans point multiple est dite simple.

Exemple 2.6.1.

a)

Soit D = [0,27) x (0, 00)
$:D =R
(0,7) > (rcosf,rsinf,r).
Cette surface est de classe C(*) et simple. En effet si 5(0,7) = 5(¢’,7') on obtient
cosf) = cost

2 __ 2 !
=)= :>{ sinf =sin@’
i.e. =6 pour 0,6 € [0,2r).
La trace de cette surface est le lien géométrique d’équation

$2+y222’2

i.e. un cone a une nappe, privé de son sommet.

Soit D = [0,2m) x (0, )

Y:D —R3

(0,¢) > (cosf@sin ¢, sinfsin ¢, cos ¢).
Ce sont les coordonnées sphériques. Il est facile de voir que cette surface est simple et
de classe C(*). La trace de cette surface est le lieu géométrique d’équation

a:2+y2—|—z2:1

i.e. une sphere de rayon 1. Cependant, puisque ¢ # 0,7, nous ne pouvons obtenir les
poles (0,0,—1) et (0,0, 1). Notons que, si dans une tentative pour obtenir le pole sud,
nous ajoutons la valeur ¢ = 7, tous les points de la forme (6, 7) auront pour image
(0,0,—1) et ce point sera multiple.
Soit f : R? — R une fonction définie sur D C R2. Alors la surface

:D — R

(,y) = (z,y, f(z,9))
aura pour trace le graphe de f. En particulier Y sera toujours une surface simple!

2.6.2 Vecteur normal et plan tangent (n = 3)

Soit 3 : D — R? une surface de classe OV, Dénotons par x(u,v), y(u,v), z(u,v) les compo-
santes de X. Si le point 75 = X (ug, vg) se trouve sur la surface, on obtient en fixant u = wug
et en faisant varier v dans un intervalle (v — 0, vo + §) une courbe

—

S(v) = % (ug, v)
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passant par 7y et dont la trace est toute entiere sur la surface. Le vecteur tangent a cette
courbe en 7 est donné par

. X (0 0 0 .
o) = 5 = (G, S0, 5w, 0) ) = .

ov
De méme, si on considere la courbe obtenue en fixant v = vy, on obtient un second vecteur
tangent

0z

) O Ay
T, = _< (UO,UO) 9 (Uo,vo) au(uo,?fo))-

CTou \du

Désignons par N le vecteur fu X fv.

Nous nous intéressons au cas ot T, et T}, sont hnealrement indépendants. Dans ce cas N 7é 0,
ot N est orthogonal au plan engendré par T et T Ce plan est tangent a la surface Y en
Ty = E(UO, Vo), comme en fait foi le résultat suivant

Proposition 2.6.1.  Soit % : D — R une surface de classe CV | 7y = ¥ (ug, vo) un point
de la surface tel que N = [T X T] (w0,v0) 7é 0. Dans ce cas le plan engendré par T, et T, est
tangent a toutes les courbes tracées sur Y et passant par ry.

DEMONSTRATION: ~ Nous disons qu'une courbe f(£) est tracée sur % si f(t) = S(y(t)) ol
7 : [a,b] — R? est une courbe dont la trace est contenue dans D. Si une telle courbe passe
par 7o, Jtg € [a, b] tel que

— —

7o = f(to) = %(y(to))

et le vecteur tangent & la courbe en 7 est donné par f(to) = %(i(v(to)) . Plus précisément
t=to
f'(to) = dX(7(t0))7 (to) (2.7)

ol

oz ou

ou ov

o) = | & % | =|L 1.

0: oz

ou v
Donc,

F'(to) = dS(v(to))7 (to) = 7 (to) T + 5 (to) T
Comme le vecteur T, uw X T, » est perpendiculaire a la fois a fu et a T;, on obtient que

— —

N - F(t) =(to) (o x T) - T.) +34(t0) (T x T) - T, ) = 0.
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Définition 2.6.2. Dans le cas ou N # 0 la surface est dite lisse en 75 = i(uo,vo). Le
vecteur N =T, x T, est appellé produit vectoriel fondamental, tandis que le vecteur
N T, x T,
n = — == — —
IV [T x T

est appellé vecteur normal principal.

En calculant, nous obtenons

- () (565) - (e

Si la surface est lisse en 75 = (sq, $2, s3), I’équation du plan tangent s’écrira donc

() o+ (852) - ()

ou encore sous forme paramétrique

ﬁ(u,v) = 7 +ul, + T,
()
N = Uu
= Ao (L), woer

Exemple 2.6.2.
a) . [0,27) x [0, +00) — R3
(0,7) — (rcos@,rsinf, r)
Ty = (—rsinf,rcosd,0)
T, = (cosf,sind, 1)
Ty x T, = (rcos@,rsinf, —r) # 0 sir #0.

| Ty x T|| = V2.
Le plan tangent a pour équation
(ro cosby)(x — rocosby) + (rosinby)(y — rosiny) —ro(z —rg) =0

ou encore
ro cos Bpxr + 1o sin By — roz = 0.

Finalement en r = 0 la surface n’est pas lisse car il y une infinité de plans tangents.
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FI1GURE 2.7 — Un cone et son plan tangent.

b) Reprenons le méme exemple, mais avec une paramétrisation différente,

Y. : RZ 5 R3

(z,y) = (2,9, V22 + y?)

08 (1 N (R
dx Vi) Oy RV
. o8 on

£ Y
No=Fx === - 1
Jxr 0Oy ( V2 + 2 /22 4 42 )

Le plan tangent en (zo, yo, 20) est donc

LTt (_%) (5= o) + (= — 20) = 0.

To 0
C’est le méme plan. En fait, on peut voir que N, = —%]\78
¢) Graphe : ¥(z,y) = (,y, f(z,y)) @,y €D,
T, = (1,0,%
z ( 0, 8:c) . . of of
. :>TxXTy: —6—,—8—,1 %O
Ty = (07 17 %) L Yy

Donc la surface d’équation z — f(x,y) = 0 est lisse. L’équation du plan tangent au
point (xo, Yo, (0, yo)) est donnée par

— f(%0, Y0) (x — 0) — fy (20, %0)(y — yo) + (2 — f(20, %)) =0,
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ou bien
z = f(zo,y0) + fo(z0,y0)(® — x0) + fy (20, 0) (Y — Yo)-

2.6.3 Elément de surface
Nous allons nous intéresser aux surfaces qui sont lisses par morceaux c’_qst—é—dire aux surfaces
qu’on peut écrire comme des réunions de surfaces paramétrées lisses ¥; : D; — R3 t.q.

a) D; C R? est une région sur laquelle on peut intégrer.

b) = CO(Dy), ¥, est injective sauf peut-étre sur 0D;.

c) dii(u, v), est de rang 2, sauf en un nombre fini de points.

Considérons d’abord le cas d’une seule surface paramétrée > : D — R3 ol D est un rectangle.
Choisissons une partition P de D en petits rectangles de cotés Au et Av pour laquelle les
sommets seront notés (u,v) et les rectangles R et regardons la “grille” image sur (D).

Nous sommes tentés d’approximer 'aire d’une plaque i(R) par l'aire du parallélogramme
(sur le plan tangent) de cotés A, T, et A,T,. Ainsi

AED) =Y AER) =Y AT, x AT =Y T, x Tul|AA,.
R R R

Le membre de droite étant une somme de Riemann pour la partition P de la fonction
IT, x T,]||, on obtiendra en passant a la limite

AED) = [ [ 17T du

Ceci, bien str, si notre approximation initiale a un sens. Plutot que d’aborder ce probleme
plus a fond, nous donnons la définition suivante.

Définition 2.6.3.  Soit X : D — R? une surface satisfaisant les conditions (a), (b) et (c).
On définit 'aire de (D) par

A(S(D)) d:é‘//DHfuxﬁHdudv.



76 CHAPITRE 2. COURBES ET SURFACES DANS RN

Dans ce cas, 'aire de i(D) sera la somme des aires d(i ses cgmposantes si celles-ci n’ont pas
d’intersection d’aire non-nulle. L’expression dA = ||T, X T,||dudv est appellée élément de
surface.
Exemple 2.6.3.
(a) Cone tronqué
S (r,0) = (rcosf,rsin,r) 0 € [0,2m),r € (0,1]
T = (cos,sinf, 1)
Ty = (—rsin®,rcosf,r)

T, x Tyl| = Vor = A= fo% (fol \/§7’dr> do = \/2m.

(b) En se reportant a ’'Exemple 2.6.1 (b), la paramétrisation de la spheére S de rayon a est

=T xTp= (—rcosf,—rsinb,r)

i(@,¢) = (acosf@sin ¢, asinfsinp,acosp), 0 €[0,2n], ¢ € [0,n]

d’ou

Ty x ﬂ, = (—asinfsin¢,acosfsing,0) x (acosf cos ¢, asin b cos ¢, —asin ¢)

—a? sin ¢(cos 0 sin ¢, sin @ sin ¢, cos ).

Ainsi, dA = || Ty x Ty||dpdf = (a2 sin ¢)d¢dd et alors

2 m
A(S) = / / a® sin ¢ dpdf = 4ma®.
o Jo

(c) Hélicoide
S(r,0) = (rcosf,rsinb,0) r e [0,1], 6 € [0, 2n].
7} = (cos#,sin 6, 0)
Ty = (—rsinf,rcosh, 1)

= dA =1+ r2drdd
o pl 1

= A :/ /\/1+r2drd0:27r/ V1+r2dr = 7(vV2 + log(1 + v/2)).
o Jo 0

(d) Graphe de f : D — R, out D est un domaine dans R% En se reportant a I'exemple
I'Exemple 2.6.2 (c), on a que T, x fy = (—ﬂ —af 1), et donc on obtient

A://D\/1+(%)2+(g—£)zdxdyz//Ddedy

= T. x Ty = (sinf, — cosd,r)
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Proposition 2.6.2. (Théoréme de Pappus) Soit S la surface de révolution obtenue
par rotation du graphe de y = f(x), x € [a,b] autour de I'axe des x. Alors on a

A(S) = 2m / (@)1 T [F@)Pde.

DEMONSTRATION: S peut étre paramétrisée par

S(x,0) = (z, f(z) cos b, f(x)sinb) z € [a,b],6 € [0,2n].
Dans ce cas
T, = (1, f'(z) cos b, f'(x)sin@) et Tp=(0,—f(x)sind, —f(z)cos) .

Alors, L
To x Ty = (f(2)f'(x), = f(x) cos 0, — f(x) sin 0)

T, > Tgll = | ()| + [f(2)].

et donc

On conclut que

AS) =2 [ 1#@IV T+ PP

2.6.4 Paramétrisations équivalentes

Soit ¥ : D — R3 et il - D; — R3 deux surfaces de classe C'%) ayant la méme trace,
Cest-d-dire (D) = %, (Dy). Sous quelles conditions ces deux surfaces sont-elles considérées
comme équivalentes ? Pour répondre a cette question nous devons examiner la question de
changement de parametres. Soit T': D — D; une transformation.

a) Si T est bijective, chaque point de 3} s’écrira d’une seule facon sous la forme

—

S(u,v) = 5(T(u,v)) = Si(z,y), (u,v) €D
(z,y) = T(u,v) € D;.

b) Si T est de classe C*

d¥(u, v) = d%y (T'(u,v))dT (u, v). (2.8)

Donc ¥ en (u,v) et Xy en (,y) = T(u,v) seront lisses simultanément < la matrice
Jabobienne dT'(u,v) est inversible.
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Soient U, V et W les composantes de Y et X, Y et Z celles de il, ¢’est-a-dire i(u, v) =
(U(u,v), V(u,v), W(u,v)) et Li(x,y) = (X(z,v),Y(z,y), Z(x,y)). Désignons par Jr
le Jacobien de T, c’est-a-dire le déterminant de la matrice jacobienne dT'.

Soient dS et dS; les deux éléments de surface, alors on aura dS; = dS. En effet la
relation (2.8) s’écrit

(2104 ou oX X
u e oz dy
ov oV _ oY Yy
‘u v - ox oy dT
ow oW oz A
u v ox oy

oUYV) _ a(X)Y)

= Baw) - 0w (T(M))JT(%U)

AUW) _ 9(X,2)

O(u,v) — O(z,y) (T(um))JT(u?U)

oV,W) _ (v, 2)

A(u,w) — O(z,y) (T(u’v))JT(UﬂU)

= dS =T, x T,||dudv = ||(T, x T,)(T(w, V))|||Jr(u, v)|dudy
= fo X fdea:dy
- dSl

c¢) Les vecteurs Ng et Ng sont reliés par

—

Ng(u,v) = Jr(u,v)Ng (T (u,v))
c’est-a-dire ]\7'2 et ]\ﬁfi1 auront la méme orientation < Jpr > 0.

Définition 2.6.4.  Soit i, 5 deux surfaces paramétrées de classe CM ayant la méme
trace. Soient D = dom(X) et D1 = dom(%;). On dit que ¥ et %, sont C'-équivalentes s’il
existe une transformation 7" : D — D; bijective de classe C' & Jacobien strictement positif

telle que . .
Y(u,v) =31 (T(u,v)) V(u,v) € D.

Théoreme 2.6.1.  Si % et 33 sont C'-équivalentes, alors A(X) = A(3).
Exemple 2.6.4. Considérons les surfaces

(0,7) = (cos@sint),sinfsine,cosvp), D ={(0,4):0¢€0,2n),v¢ € (0,7/2]}.
(Q?,y) = (Q?,y, \% 1 — a2 _y2)7 Dy = {(Q?,y) 7£ (07()) : $2—|—y2 < 1}

La transformation

5
e

T:D — Dy:(0,9)— T(6,1) = (cosfsinip,sinfsinp)
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est une bijection de D sur Dy, et

— sin @ sin ¢, cos 0 cos Y

cosfsint, cosfcosyp | —siny cosyp < 0.

-

Les deux paramétrisations ne sont donc pas C'-équivalentes. En fait, au point x = 1/2,

y=1/2,2=+/2/2,0ona

. (112 of of
£ (5’5’7) ( ox’ Oy’ )
- ()
V1—a2 —y? \/1—932—y
_ (V2 V2,
B 27 27
R V2\  (oY.Z) 8(Z,X) O(X.,Y)
S\ ) <a<0,w>’a<e7w>’a<e,w>)

= (—cosfsin?1), —sin @ sin ), — sin 1) cos 1))
V2 V2 1)

47 47 2

On voit que les vecteurs normaux sont opposés.
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Chapitre 3

Intégrales sur les courbes et les
surfaces dans R", n =2, 3

3.1 Intégrale d’un champ scalaire

3.1.1 sur une courbe

Soit f(x,y, z) une fonction positive sur la trajectoire d’'une courbe C' paramétrisée par 7(t),
t € la,b]. Si f exprime la densité linéaire en fonction de la position, dM = f(x,y, z)ds
désignera un élément de masse et M = / f(z,y, z)ds la masse totale.

c
Or si (z,y,z) = 7(t) est un point de la trajectoire, f(z,y, z)ds = f(7(t))||7'(t)||dt et on est
amené a définir

/C f(x,y, 2)ds / FEEO) 70 de. (3.1)

On appelle (3.1) lintégrale curviligne du champ scalaire f le long de la courbe C. Cette
définition est indépendante du contexte physique elle s’applique a toute fonction f pour
laquelle le membre de droite existe. Si p(z,y, z) désigne la densité linéaire d'un fil décrit par
r(t), t € [a,b]

a) f = p dans (3.1) nous donne la masse M.

b) f=3% f=21%, f= 3% dans (3.1) nous donne les coordonnées (Z,7, Z) du centre de
gravité.

c) f = 6%p ot § désigne la distance d'un point & un axe fixe, nous donne le moment
d’inertie Ji, par rapport a cet axe.

81
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Exemple 3.1.1.
(a) Un tour d’hélice d’équation 7(t) = (acost,asint, bt), t € [0,27) et de densité p(z,y, z) =

z? + y2 + 2% aura pour masse

2
M = / (a® cos®t + a*sin®t + b2t2)\/a2 sin®t + a2 cos?t + b2 dt
0
o 81,
= Va?+ b | 2ra” + ?b :
La troisieme coordonnée du centre de gravité sera

1 2T
Z = M/ (bt)(a® + V*t*)V a2 + b2 dt
0
Va2 + b2

= T b[27T2CL2 + 47T4b2].

Son moment d’inertie par rapport a I’axe vertical sera

J, = /(x2 +9°)(2® + 9 + 2%)ds = Ma?.
c

(b) On veut calculer le moment d’inertie d'une éolienne qui a la forme d'un losange qui

tourne autour de son grand axe. La densité est constante égale a 1.

On suppose que le grand axe est ’axe des y. Un des coté joint donc le point (a,0),a > 0
au point (0,b),b > a. Il suffit de paramétriser ce coté noté C'.

i} b b\’
Mz)=(z,b——x)=ds=/1+ (- dux.
a a

Puisque 6% = 22, on a

/ 2
a 4
J:4/x2ds:4 1+<9> / :172dx:§a2\/a2+62.
c a 0

3.1.2 sur une surface

Un raisonnement identique conduit & définir, pour f(z,y,z) est un champs scalaire défini

sur une surface S paramétrisé par X : D — R3,

gi o dudv. (3.2)

/SfdAd:éf//Df(i(u,v))
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On appelle (3.2) 'intégrale de surface du champ scalaire f le long de la surface S.
Les applications physiques envisagées sont les mémes sauf que, pour une surface, on parle
de masse surfacique.

Exemple 3.1.2.  Soit S la feuille conique z = 1 — /22 4+ y2 € [0, 1]. Trouvons la position
du centre de gravité et le moment d’inertie par rapport a Oz de S sous 'hypothese que
p = 2. Puisque la feuille est homogene et symétrique, on peut facilement se convaincre que

r =19y =0. Pour z, on a
5,
z=—— [ zdA.
A(S) Js

¥(r,0) = (rcos@,rsinf, 1 —r),r €[0,1],0 € [0, 2x].

Un paramétrisation possible est

T = (cosf,sinb, —1),@ = (—rsinf,rcosh,0),
donc dA = ||(r cosf,rsinf,r)|| = v2r, d’'ou

1 1 \/§
AIQ\/ZT/ Td?“:\/im/zdfl:?\@ﬂ/(1—T)rdr:?7r,
0 S 0

donc z = 1.

o

Pour le moment d’inertie,

J = 2V/2(2n) /l(x2 +y)rdr = 4V2r /1 S dr = /2.

0

3.1.3 Propriétés des intégrales des champs scalaires

Nous allons d’abord considérer la question de I'indépendance de la paramétrisation. On a les
résultats suivants.

Théoreme 3.1.1.  Soit f un champ scalaire défini et continu sur une courbe C'. Soient
Y1 la,b] = C et 7y @ [¢,d] — C deux paramétrisations équivalentes de C'. Alors, on a

b d
/CdeZ/a f(”Yl(t))H’h(t)Hdt:/c Fa(u) 71 ()] du.

DEMONSTRATION:  Nous ne donnons qu’une esquisse. Puisque 7;,7 = 1, 2 sont équivalentes,
il existe un changement de parametre admissible u : [a,b] — [¢,d]. Si on pose u = u(t) dans
la seconde intégrale, on obtient

FOR)71(w) du = f(F2(u(@)) |71 (w(®)]] u'() dt,

et le résultat découle de la regle de dérivation des fonctions composées. [
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REMARQUE 3.1.1. Il n’est pas difficile de voir que le résultat reste vrai, méme si u renverse
I'orientation de C'.

Le résultat est identique pour les intégrales de surface.

Théoreme 3.1.2.  Soit f un champ scalaire défini et continu sur une surface S. Soient
Y1:D1— Setdy: Dy — S deux paramétrisations équivalentes de S. Alors, on a

/SfdA :/Dl f(il(s,t))“ﬁl(s,t)“ dsdt = //D2 f(f2(u,v))H]\72(u,v)Hdudv.

DEMONSTRATION:  On procede exactement de la méme facon. Il doit exister une applica-
tion T': Dy — D5 a jacobien Jp > 0, tel que

f(i1(37t)> = f(i2(T(3,t)))-
Nous avons déja montré comment les normales se transformaient dans ce cas, c¢’est-a-dire
Ni(s,t) = det(dT)Ny(T(s,t)) = JrNo(T(s,1)).
Avec la changement de variable (u,v) = T'(s,t), on peut conclure la démonstration. O

REMARQUE 3.1.2.  Encore une fois, le résultat reste valable si T" renverse I'orientation. En
effet, le changement d’orientation ne change pas la grandeur de la normale qui est tout ce
qui compte ici.

Nous en venons maintenant aux propriétés usuelles dont la démonstration est un simple
exercice. Nous notons p la mesure de 'objet c’est-a-dire la longueur pour une courbe et
I’aire pour une surface. f, g sont des champs scalaires continu sur 1'objet et o un nombre
réel. On a alors

a) Si E est une courbe ou une surface de R" et p la mesure associée,

[+ agn= [ raura [ gan

b) Si E est une courbe ou une surface de R" et p la mesure associée, on suppose que F
est borné et de mesure finie,

[ raul < [ 111w < gl )

c) Si E et F sont soit deux courbes ou deux surfaces de R™ dont l'intersection est de

mesure nulle, on a
fduz/fdwr/ fdp.
EUF E F
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3.2 Intégrale curviligne d’un champ de vecteurs

3.2.1 Notion de travail

Considérons une particule se déplagant sur une trajectoire sous l'action d’'une force F. On
veut déterminer le travail effectué par cette particule.

Le travail d'un champ de forces

Le travail nécessaire pour aller du point 7(¢) au point 7(t + At) sera le produit de la compo-
sante tangentielle de F' par le déplacement. Ceci, bien sur, si At est assez petit pour qu’on
puisse assimiler I'arc au segment joignant les deux points. Donc,

AE = ||| cos 0|7t + At) — 7(t)]|

e (O
_FQPMO”®Mt

On peut maintenant intégrer toutes les contributions pour obtenir

b
Ez/F?@ﬁg/Fﬁi
a C

Si 7(t) décrit la trajectoire d’une particule mise en mouvement par le champ de force F ,
nous savons qu'au temps ¢, U'énergie cinétique de la particule est donnée par gm||7(¢)[|%.
Calculons la variation de cette énergie entre le temps ¢t = a et le temps t = b.

Puisque F = m#”(t), on a

Donc,

p- [ Frwi=T5 [ Z0r@ra (3.3

c’est-a-dire



86 CHAPITRE 3. INTEGRALES CURVILIGNE ET DE SURFACE

E= 2" O - S (@) |

Ceci montre que le travail effectué est égal a la variation de 1’énergie cinétique.

Exemple 3.2.1.

—

a) F(x,y) = (\/y, v — y). Déterminez le travail effectué si on déplace une particule dans
ce champ

1) le long de y = x.

2) le long de y* = x°.

1) 7(t) = (t,t), t € [0,1]

Foi(t) = (Vi (t—1) - (1,1) = Vi
1
2
— E= [ Vtdt="=
0 3
2) 7(t) =T+ 37, t € 0,1].
F-m'(t) = (832, (12 — 3)) - (2t, 3t2) = 2t5/2 + 3¢ — 3t
1
4
— F = / 25/% 4 3t* — 3¢°dt = a7
0 70

On constate que, dans ce champ de force, le travail dépend du chemin parcouru.
Si nous changeons de paramétrisation pour la courbe,

mt) = (%), tel0,1]
- 3 3
i = (o der -3
1
3 3 47
= F = AL EB2 2 ) dE = —
/0 ( T3 2 70’

ou 'on voit que le travail ne dépend pas de la paramétrisation choisie puisque 1’orien-
tation est restée inchangée.

—

b) F = (x,y,2). 7(t) = (acost,asint,bt), t € [0,27)
27
F.-7'=bvVt—=F= / btdt = 2m°b°.
0

Si on déplacait une particule dans le méme champ le long de la droite joignant le point
(a,0,0) au point (a,0,27b), le travail serait inchangé.
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3.2.2 Définition et exemples

Définition 3.2.1.  Soit F un champ de vecteurs continu sur un domaine D de R3, 7 :
la,b] — D une courbe C, on appelle intégrale curviligne de F' sur C' I'intégrale

- _, det b_;_) .77/
(me_lpmm (t)dt. (3.4)

Si ﬁ = (Flv F, F3)> F(t) = <$(t>7y(t>? Z(t))v
(3.4) peut se réécrire

b
C a C

Exemple 3.2.2.
a) 7(t) = (sint, cost,t), t € [0,2m),

/F-dF =
c

1

(,y,2) =7 = (z,,2)

27
[(sint,cost, t)(cost, —sint, 1)|dt

27
tdt = 272,

S—S— M

b) Si#(t) = (1,t,¢), t € [0,2]

2 4
1
[ (eosyde s ey v ez = [ et =204 5 -3
C 0 2 2

3.2.3 Propriétés de l’intégrale curviligne

Notre premier résultat concerne I'effet du choix de la paramétrisation.

Théoréme 3.2.1.  Soit F et 7 tels que définis précédemment. Soit ﬁ(u), u € |o, B] une
courbe satisfaisant 7(t) = R(u(t)) ot u : [a,b] — [a, ] est dérivable et monotone. Dans ce
cas

. . B -, B u ) L, . Al y
ldeaAFmMwam_LﬁwF@um>R(@)@M

DEMONSTRATION: Immédiate! O

Corollaire 3.2.1. L’intégrale curviligne d’'une champ de vecteurs est indépendante du
choix de la paramétrisation
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DEMONSTRATION:  En effet, si deux paramétrisations 7 et R sont C'-équivalentes,

#(t) = R(u(t))

ou u'(t) > 0. Dans ce cas u préserve 'orientation, et le résultat suit du théoreme précédent

]

Corollaire 3.2.2. Si on renverse 'orientation d’une courbe, I'intégrale curviligne change
de signe

DEMONSTRATION:  Puisque u renverse I'orientation, on a, en applicant le théoréme précédent,
() <0,uMa)=bu'(B)=aet [ F-dR=— [, F-dF. O
Ces résultats nous permettent de choisir, pour le calcul d’une intégrale curviligne, la pa-
ramétrisation qui nous convient le mieux.

Exemple 3.2.3.  Soit a évaluer | cydr+zdy+xdz ot C est la courbe d’intersection des
deux surfaces

r+y=2 2+ +22=20w+y),

parcourue dans le sens négatif pour un observateur placé a 1’origine.
Si on remarque que le plan passe par le centre (1, 1, 0) de la sphere, on obtient la représentation
graphique suivante.

La courbe

On peut repérer chaque point du plan dans la base orthogonale constituée des vecteurs
(0,2,0) — (1,1,0) et (0,0,/2), comme suit

(2.9,2) = (1,1,0) + (cos(0)(~1,1,0) + sin(0)(0,0,v2) )
ce qui donne la paramétrisation

—

f=(1—-cos(f),1+ cos(d),2sin(d),

le vecteur tangent est alors
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f' = (sin(8), —sin(6), V2 cos(h)).

L’intégrale s’écrit explicitement sous la forme,

I= /Cy dr+z dy+xdz = /0 7r(14—(:08(6))(sin(@))%—(\/ﬁsin(@))(— sin(6))+(1—cos(8)) (V2 cos(h)) db.
Finalement,
I= /27r sin(6) + sin(f) cos(0) — V2 + v/2cos(0) df = —2v/2x.

L’intégrale curviligne étant définie comme une intégrale simple, partage les propriétés des
intégrales. Nous les résumons comme suit.

a) Si E est une courbe de R", f, g deux champs de vecteurs définis et continus sur £, o € R

/(f+a§).dfz/f-df+a/g.df.
E E E

b) Si E est une courbe de R™, f, un champ de vecteurs défini et continu sur

/Ef-df g/EHﬂ‘ds.

c) Si E et F sont deux courbes de R"™ dont l'intersection est de longueur nulle, j?, un
champ de vecteurs défini et continu sur £'U F',

f-dF:/f-dF+/f-dﬁ
FEUF E F

Pour illustrer la facon de vérifier ces propriétés, nous démontrons I'inégalité triangulaire.

NGORG]
< Jo|fEw) 7| a
< J0|| ey |im i ae
= L]

Pour la vérification de la derniere propriété, c’est un exercice intéressant de se demander
comment on peut définir une paramétrisation sur 'union de deux courbes.

‘fEf-dF

ds
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3.3 Indépendance du chemin

Nous avons motivé 'introduction de 'intégrale curviligne a partir de la notion physique du
travail. Dans les premiers cours de mécanique, une des propriétés sur lesquelles on insiste,
c’est que le travail accompli dans le champ gravitationnel pour déplacer une masse ponctuelle
d’un point a un autre ne dépend pas du chemin parcouru. Cette propriété n’est pas générale
comme le montre 'exemple (3.2.1).

Définition 3.3.1.  Soit f un champ de vecteurs défini et continu sur un domaine D de
R", on dira que f a la propriété d’indépendance du chemin si la valeur de

i)

est indépendante du choix de la courbe joignant 7y a 7.

Proposition 3.3.1.  Un champ de vecteurs fdéﬁm’ et continu sur un domaine D de R"
a la propriété d’indépendance du chemin si et seulement si

/f-dF:O,
B

pour toutes les courbes fermées contenues dans D.

DEMONSTRATION:  Supposons que f a la propriété d’indépendance, et que B est une courbe
fermée. Choisissons deux points 7 et 7 distincts sur B. Ce choix définit deux arcs By et By
joignant 7y a 71. Si nous décidons que l'orientation de Bj est celle de B alors l'orientation
de By est celle de —B.

En vertu de la propriété d’additivité de I'intégrale curviligne, on peut donc écrire,

/f-dF: f-di— | f-di=o0,
B By By
puisque les deux intégrales sont égales par hypothese.

A Tinverse, supposons que l'intégrale de f sur toute courbe fermée est nulle. Donnés deux
points 7 et 7] et deux courbes distinctes E; et Fy qui les joignent. La courbe Ey U (—Es)
joint 7y & lui-méme et est donc fermée. Par additivité, on a alors

—

fdi— f-df:/ J-dr=0,
F1 FEo E1U(*E2)

c’est I’égalité cherchée. O
Nous allons maintenant aborder une des questions fondamentale de ce cours, a savoir :
déterminer les champs F' pour lesquels on a indépendance du chemin.
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Une premiere généralisation du théoreme fondamental du calcul conduit a un premier résultat.

Théoreme 3.3.1.  Soit f un champ scalaire défini et continu sur un domaine ouvert D de
R™, alors ' =V f a la propriété d’indépendance du chemin.

DEMONSTRATION:  Soit 7(t), t € [a,b] une paramétrisation d’une courbe C' entiérement
contenue dans D,

0 0 0
VI = Shr O+ Sy )+ 5
d

= (s,

[ Fear= [ 8 (600 )t = 160 - s0500)

On constate que l'intégrale de F sur C ne dépend que des valeurs de f aux extrémités.
En particulier si C' est une courbe fermée, FF = Vf — fc F-dr =0 et I ala propriété

Donc

d’indépendance. B O
Examinons la signification physique de ce résultat. Si F' = —V f, la fonction f est appelée
énergie potentielle et si nous revenons a (3.3), nous pouvons écrire
o . N 1 . 1 .
B = [ Fear= ) = 1(7(@) = gmlie 0 - gml (@)
Donc 1 1
(%) 5P @1 + £ (@) = Smll @) + f(7(0)).

La quantité $m||7'(t)|| + f(7(t)) est appelée énergie mécanique de la particule et I'équation
(x) s’appelle loi de conservation de I’énergie mécanique. Ceci nous conduit a la définition
suivante.

Définition 3.3. 2. Soit F un champ de vecteurs défini et continu sur un domaine D de
R™ on dira que F est potentiel ou conservatif si il existe une fonction numerlque f de classe
Cl( ) pour laquelle Vf = F. La fonction f est appelée potentiel associé a F.

Nous avons déja rencontré cette notion lors de notre étude des équations différentielles
exactes. Cependant dans le cas présent nous ne nous limitons pas a la dimension 2. A partir
de maintenant, nous devons préciser ce que nous avons, jusqu’a présent, librement appelé
domaine.

Définition 3.3.3.  On dira qu’un sous-ensemble D C R"™ est ouvert si, pour chaque point
7o € D, il existe un rayon ¢ pour lequel la boule

Bs ={reR" | ||F— 1] <0},

est entierement contenue dans D. On dira qu'un domaine est fermé si son complémentaire
est ouvert.
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Exemple 3.3.1.
a) Soit @ € R", le demi-espace
D, ={reR"|a >0},
est un ensemble ouvert alors que
D, ={feR"|a-7>0}

est un ensemble fermé.

b) Le demi disque
Dy ={(z,y) € R? |2 +9* < 1,z > 0}

est ouvert, mais

D ={(z,y) € R* |2 +4* < 1,2 > 0}
n’est ni ouvert, ni fermé.

Définition 3.3.4.  On dira qu'un sous-ensemble D C R” est un ensemble connexe par arcs,
si, pour toute paire de points de D, on peut trouver une courbe C contintiment dérivable
et entierement contenue dans D qui commence au premier et finit au second. On dira que
D C R™ est un domaine si D est ouvert et connexe par arcs.

Exemple 3.3.2.

a) Soit @ € R", le demi-espace
D, ={reR"|a-7>0},
est un domaine.

b)
D={(z,y) e R*|2* +y* < 1,2 <0}

est un domaine.

Proposition 3.3.2.  Soit D un domaine de R™ et f une fonction de classe C*(D), si
Vf =0 dans D, alors [ = cte sur D.

DEMONSTRATION:  Soit 7 et 75 deux points quelconques de D. Le résultat sera démontré si
nous pouvons vérifier que f(r}) = f(75). Puisque D est connexe par arcs, il existe une courbe
C' paramétrisée par 7(t),t € [a,b] telle que 7(t) € D pour tout t et 7(a) = 71, 7(b) = T5.
Posons ¢(t) = f(r(t)). La régle de dérivation des fonctions composées conduit a

g'(t) = V() -7 (t) =0,

ceci implique que ¢ est constante sur [a, b], donc que f(7)) = g(a) = g(b) = f(72). O
Ce résultat conduit immédiatement a
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Corollaire 3.3.1.  Soit F un champ conservatif sur un domaine D de R™. Si f; et f5 sont
deux potentiels associés a F', fi — fo = cte.

Exemple 3.3.3.  Soit ﬁ(x, y,z) = f(r)run champ central. Montrons que F est conservatif.
Pour ce, nous devons trouver un champ scalaire GG pour lequel VG = F. Or nous savons que
Vr ==, donc si G est de la forme G' = g(r), on aura

0G 0G 0G ,
VG = (%, a—y, E) =g (T’)VT‘.
Par suite 'égalité VG = F sera réalisée si
g(r)
r

f
Ainsi, si f(r) = %, g(r) = [ & = —1, et on obtient

7 1
ﬁ—‘v(;)-

La question qui se pose maintenant est la suivante : comment reconnaitre un champ conser-
vatif 7 En dimension 2, nous avons donné une réponse partielle sous la forme de la condition
d’intégrabilité. Une généralisation du raisonnement utilisé alors conduit au lemme suivant

c’est-a-dire g = /f(u)u du.

Lemme 3.3.1. Soit F = (Fy, Fy, ..., F,) un champ conservatif sur un ouvert D de R™.
Alors on a OF  OF

P20, Vi#je{l,...,n} 3.6

Gr Gl o0 Vidje{ln) (3.6

DEMONSTRATION:  Application du théoréme de Schwarz. N

On peut remarquer que, pour n = 3, les expressions apparaissant dans le lemme ressemble
aux composantes d'un produit vectoriel. Cette observation a conduit Maxwell a la définition
suivante,

Définition 3.3.5.  Soit F un champ de vecteur dérivable sur un ouvert D de R3, on appelle
rotationnel de F', noté V x F' le champ de vecteurs,

V x F;_ 8F3 B 8F2 8F1 B 8F3 8F2 B 8F1
oy 0z 0z Ox’ Ox oy |

On peut donc réinterpréter le lemme sous la forme de 1’égalité suivante,

V x (Vf)=0, Vf e CYD).

Dans R?, les conditions d’intégrabilité (3.6) se traduisent par V x F =0 et il est naturel
de se demander si ces conditions sont suffisantes pour garantir I’existence d’un potentiel.
L’exmple suivant montre que ce n’est pas le cas.
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—y x
x2+y2’ x2+y27
cercle de rayon 1 centré en (0,0,0) et situé dans z = 0 parcouru positivement, alors

Exemple 3.3.4.  Soit V= 0). Alors V x V = 0. Or, si C' désigne un

2
/V-d?z/ (—sinf,cosf,0) - (—sinb, cosh,0)dd = 2w # 0.
c 0

Il existe donc des champs a rotationnel nul sur un domaine D qui ne sont pas conservatifs.
Notons toutefois que le domaine de définition de V est R? \ Oz, c’est-a-dire, que le champ
est singulier sur toute une droite.

Il convient ici de faire le point sur les progres réalisés dans notre étude du probleme posé au
début de cette section. Nous avons trois propriétés,

a) Fala propriété d’indépendance du chemin.

b) F est conservatif, c’est-a-dire F = V f pour au moins un f € C*(D).

¢) VxF=0.
Nous avons démontré les implications : b) = a) et b) = ¢). De plus nous avons montré

par un exemple que I'implication ¢) = a) n’est pas toujours vraie.
Nous voulons conclure cette section en démontrant I'implication a) = b).

Théoreme 3.3.2. Soit F un champ de vecteurs défini sur un domaine D C R". Si F a
la propriété d’indépendance du chemin, alors I’ est conservatif.

DEMONSTRATION:  Soit (g, yo, 20) un point arbitraire de D. Considérons la fonction

(w2
(

£0,Y0,20)
ou le chemin d’intégration choisi est arbitraire. L’hypothese d’indépendance du chemin nous
assure que f est bien définie. Nous allons montrer que Vf = F. Puisque D est ouvert, il
existe 6 > 0 tel que, si h < §, le point (z + h,y, z) est aussi dans D tout comme le segment
S qui le joint & (z,y,2). Puisque D est connexe par arcs, il existe une courbe C' joignant
(20, Yo, 20) & (z,y, 2). La courbe S U C joint (xo,yo, 20) & (z + h,y, 2) et

(z,y,2)
S
z

r+h

C

Yy
x
(550, To, Zo)

Variation du travail dans une direction



3.4. FLUX D’'UN CHAMP DE VECTEUR

f(x+h,y,2)—f(x,y,z):/ ﬁ.dF_Lﬁ.df:L

sucC

95

On peut paramétriser S par 7(t) = (x +t,y,2) t € [0,h]. De 7'(t) = (1,0,0) on obtient, si

—

F:(F17F27F3)7 N
F@+hy,2) — flo,y,2) = / Fi(x+t,y, 2)dt.
0

Par le théoreme des accroissements finis, il existe t* € [0, h] tel que

f(a:—{—h,y,z)—f(x,y,z)
h

lim f(l‘—f—h,y,Z) - f($,y,2’)
h—0 h

=F(z+1t"y,2).

Donc
of

= Fi(x,y,2) = e

Une démontration en tout point identique conduirait & 2L = F, et 2L = F.
oy 0z

3.4 Flux d’un champ de vecteur

3.4.1 Motivation

Tout comme pour le cas du travail, nous allons motiver la notion de flux a partir d’un cas

particulier suggéré par la mécanique des fluides. Soit donc ¥(z,y, z,t) le champ de vitesse

d’un écoulement de fluide de masse volumique p(z,y, z,t) en un point (z,y, z) de 'espace et
mesuré au temps t. Notons S une surface plongée dans le domaine de I’écoulement, on veut
mesurer la quantité de fluide qui traverse S a chaque unité de temps. Considérons pour ce
faire un élément d’aire dA suffisamment petit pour que la variation de @' et p sur cet élément

soit négligeable. Sur un intervalle de temps At, les particules traverse dA a une vitesse v 7
et parcourent donc une distance (¢'-77)At, engendrant un volume dV = (¥-1)AtdA de masse

dM = pdV = p(U- 1) AtdA

Un volume infinitésimal engendré par I’écoulement

1. comme d’habitude 77 dénote une normale unitaire

1
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Donc, en une unité de temps, la masse totale traversant S est la somme de toutes ces masses,
c’est-a-dire

M:/p(ﬁ-ﬁ)dA.
s

Le champ F= pU est appelé vecteur débit et I'intégrale
M = / F-iidA,
s

est appelée flux de I’écoulement a travers S, dans la direction 77. Le flux est donc une quantité
signée et son signe dépend de la direction dans laquelle on le spécifie, direction définie par
un choix de 7.

3.4.2 Deéfinition et calcul

Définition 3.4.1.  Soit S une surface paramétrée de R? de classe C! et 7 un choix d’une
normale unitaire continue sur S. Si F' est un champ de vecteurs continu sur S, on appelle
flux de F' a travers S dans la direction 7 'intégrale de surface

/ﬁ-*dA.
S

Soit donc i(u, v) avec (u,v) € D un choix d’une paramétrisation de S qui respecte 1’orien-
tation prescrite par 7. On aura

N=—x—, fi=-—N, dA=|N|dudv,
ou  Ov | V]|

ainsi,

m\
ES11
3!
2
D
I

—

—
gt

. 1 -\ . -
Y(u,v)) - — N | || V|| dudv
(X(u, v)) (IINH >H |

. 9% 9% (3.7)
= //ﬁ(i(u,v)) (8_u X %> dudv.

Cette égalité montre que, pour le calcul effectif d'un flux, il n’est pas nécessaire de normaliser
le vecteur normal. Cependant, il faut vérifier ’orientation. Si celle-ci ne respecte pas la donnée
du probleme on peut soit changer la paramétrisation, soit, tout simplement, changer le signe
devant l'intégrale.
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Exemple 3.4.1.  Soit 7= (z,y,2), S: z*> +y? + 22 = a® et 71 la normale qui pointe vers
I’extérieur de la sphere.

On peut paramétriser en coordonnées sphériques,

i(@,qﬁ) = a(cosfsing,sinfsing,cosp), (0,¢) € [0,2m) x [0, 7].

N = & (—sinfsin ¢, cos sin ¢, 0) X (cos @ cos ¢, sin 0 cos ¢, — sin @)
—a? sin ¢(cos 0 sin ¢, sin 6 sin ¢, cos ¢)
= —asing f],

on voit que N est dans le sens opposé au rayon vecteur et pointe donc vers l'intérieur. Il
nous faut donc changer le signe de l'intégrale.

Puisque
7)) =%, ona 7N = —asing||S|]> = —a® sin ¢,
alors
2 ™
Flux = —a3/ / —singdodf = 4ma®.
o Jo
Propriétés

Tout comme pour les cas précédents, il est important de considérer la question de I'indépendance
du flux par rapport a la paramétrisation. Nous avons tous les outils nécessaires puisque nous
avons déja montré comment les normales et les élements d’aire étaient affectés par les chan-
gements de parametres a jacobien positif.

Proposition 3.4.1.  Le flux d’'un champ de vecteurs a travers une surface est indépendant
du choix de la paramétrisation.

DEMONSTRATION:  Exercice : utiliser la relation

—

Ny, (u,v) = Jp(u,v)Ng, (T (u,v))

2
déja démontrée. O
Le flux d'un champ de vecteurs partage les propriétés usuelles de I'intégrale,

a) Si S est une surface de R?, f, g deux champs de vecteurs définis et continus sur .S, o € R

/(erozﬁ)-ﬁdA:/f~ﬁdA+a/§-ﬁdA.
S S S
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b) Si S est une courbe de R? et f est un champ de vecteurs défini et continu sur S

/Sf.ﬁdA g/suﬂydA.

c) Si S; et Sy sont deux surfaces de R? dont l'intersection est d’aire nulle et f est un
champ de vecteurs défini et continu sur S; U Ss,

/ fidd= | f-idA+ | f-AdA.
S1US2 S1 So

La démontration des deux premiere propriété est immédiate. Bien que la derniere soit
intuitivement claire, sa démonstration 1’est moins. Comment, en effet, “coller” deux pa-
ramétrisations de facon appropriée ? Nous ne chercherons pas a approfondir cette question.

Exemple 3.4.2. Considérons la surface du triangle de sommet (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)
que l'on oriente en choisissant la normale dont la 3e composante est positive. On veut calculer
le flux de F = (x —y,y + 2, 1) a travers S.

a) Choisissons comme premiere paramétrisation

—

S(z,y) = (z,y, 1 —2z—vy), (v,y)ef{r>0,y>0,z+y <1}

N =(1,0,—1) x (0,1,—-1) = (1,1, 1),
c’est la normale désirée. En plus F- N = (z —y,1—,1) - (1,1,1) = 2 — 5. Donc

1 1-x 5
FluX:/ / (1—y)dydx = —.
z=0 Jy=0 6

b) Si on change la paramétrisation pour

. 1
Yu,v) = (u+v,u—v,1=2u), (u,v)e{0<u< 5V € [—u,u]},
on a

—

N=(1,1,-2) x (1,—1,0) = (-2, -2, -2).

Ce n’est pas la bonne orientation, il faut donc changer le signe.

l u
Flux — 2/2/ (20,1 —u—v,1)-(1,1,1) dvdu
u=0 Jv=0

= ||

/ (2 —u+v) dudv
0 Juv=—u

u=

2
)
5



Chapitre 4

Analyse vectorielle

4.1 Théoréme de Green

Définition 4.1.1.  Soit D un domaine de R?, on dit que D est de
a) Type I : si il existe deux fonctions f : [a,b] = R et g : [a,b] — R telles que

D={(z.y)|zelal]flz) <y<glx)}

b) Type IT : si il existe deux fonctions ¢ : [a,b] — R et ¢ : [a,b] — R telles que
D ={(x,y) |y € [a,0], 6(y) <2 <¢(y)}

c¢) Type III : si D est de type I ou de type II.

Nous noterons 0D la frontiere d’un domaine D.

(a,9(a)) (b, 9(b))

o f@) S IO

o o’s a 15 = 25

>

Un domaine de type 1.

Définition 4.1.2. Soit D un domaine et soit 0D sa frontiere. Nous dirons que 0D est
orientée positivement par rapport a D si en parcourant le long de 9D, I'intérieur est a gauche.

99
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Nous allons maintenant paramétriser la frontiere D de sorte qu’elle soit orientée positive-
ment par rapport a D.

Ch ’71(56) - (I7f(x)) ;, T E [a’ab]
Co:aly) = (byy) , yelf(b)g(b)]
—Cs ’73(37) = (x,g(x)) ;T E [a b]
: ) [

/ F-dy = /ﬁ-df71+/ ﬁ-d%—#/ ﬁ-df?3+/ F - d9,
oD C1 Cs C3 Cy

Premier cas : F est horizontal c’est-a-dire si ﬁ(x,y) = (P(z,y),0) V(z,y) € D, on aura
Jo, Frd¥s = [, F-djy =0 et donc

/(P,0>-dv _ /ﬁ-d%—/ Fddy
oD C1 —C3

_ _/ ,g(2)) — P(x, f(z)))dz

g(x)
= / / 8 (x,y)dydx
= / / —dxdy.

Deuxiéme cas : F est vertical ¢’est-a-dire ﬁ(m,y) = (0,Q(z,y)) on aura plutot,

:=/XM%<@ﬁh0—m%¢@y@»m, (4.1)

alors que

Posons
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On a alors,

/02uc4 F-d¥ = h(b) — h(a) = /ab W (z) da.

Or, en vertu de la regle de dérivation des fonctions composées,

oG oG

aUg()+—

oG
W) = 52+ -

9(z)
= Q@IS + Qo)+ [ Gy

En regroupant les deux dernieres égalités, on obtient alors

/C  Fedi- / (—Q, f(@))F'(@) + Qa, g(x)g(¢)) da (4.2)

/ /9(9«“ (x,y)dy dx. (4.3)

Finalement, en sommant (4.1) et (4.2) membre a membre, on tire
xz

o b 9()862 oQ
F-d_':// —(x, dda:z//—x, dxdy.
[ Ea=] ] e o () drdy

D

Cas général : ﬁ(:c,y) = (P(z,y),Q(x,y)). Dans ce cas,

/8Dﬁ.d7=/aD(P,0).d7+/aD(O,Q).di=/D/ <g—§(x,y)—aa—];(x,y)) dzdy

Nous pouvons généraliser ce qui précede a des domaines D qui ne sont pas nécessairement
de type III. Il y a plusieurs facons de faire ¢a. Nous nous limiterons a une seule approche.

Théoreme 4.1.1 (Théoréme de Green). Soit D un domaine qui est une union finie de
domaines de type III qui s’intersectent le long de leur frontiere. Soient P, ) des fonctions
de classe C'(D). Si OD est orientée positivement par rapport a D, alors

P
/ F-d?:/ de+Qdy=// (@—a—)dwdy.
oD oD p \Ox 0Oy
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DEMONSTRATION:  Si D est domaine de type I, la démonstration découle directement de
la discussion précédente. Pour les types II, nous échangeons simplement le role de z et y.
Maintenant, soit D un domaine qui est une union finie de domaines de type III. Dans la
figure suivante, 'extérieur de la courbe et la partie hachurée représente 'extérieur de D

D1

D13 \

D10

D8

DI11

D9

/

Un domaine découpé en domaines de type I ou II.

Notons d’abord que

[ (35 =5 ] [ (52 ) s

D’autre part, chaque portion de la frontiere d'un des D; qui n’appartient pas a la frontiere
de D est parcourue deux fois, une fois dans le sens positif et une fois dans le sens négatif;
voila pourquoi ces contributions a f op, I+ d7 se cancellent.

Donc
_, _, oQ 0P
F-dy= / F.-dy = // (———)d:z:dy
/aD ZZ: oD, ! ZZ: p, \ 0z 0Oy

()
[

Donnons une premiere interprétation du théoreme de Green. Pour ce faire, nous convenons
de considérer une domaine D de R? comme une surface de R? dessinée dans le plan z = 0
puis de considérer tous les champs bidimensionnels F = (P(z,y), Q(z, y)) comme des champs
tridimensionnels horizontaux et indépendants de z, c¢’est-a-dire

=3

F(z,y,z) = (P(z,y),Q(z,y),0).
Il est facile de voir que, pour un tel champ,

oQ OFP

F= =
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le rotationnel est donc vertical et, si 7 = k désigne le vecteur unitaire de 'axe 0z, qui est
normal a tous les vecteurs contenus dans D, on a

. L. 0Q op
(VXF)-n—(VxF)-k—ax T

On en déduit une premiere version du théoreme de Stokes,

Théoreme 4.1.2 (Théoréme de Stokes dans le plan). Soit D un domaine qui est
une union finie de domaines de type I1I qui s’intersectent le long de leur frontiere. Soit F un
champ de classe C*(D), si 0D est orientée positivement par rapport a D, la circulation de
F autour de 0D est égale au flux de V x F & travers D, c’est-a-dire

/ ﬁ-d’?://(VXﬁ)-lgdxdy.
oD D

REMARQUE 4.1.1.  Deux remarques s’imposent :
a) Le découpage d’un tel domaine en sous-domaines de type III n’est pas unique.
b) La frontiere 0D est constituée de plusieurs courbes fermées disjointes.

Nous voudrions maintenant proposer une seconde interprétation du théoreme de Green qui
va nous permettre de faire un lien avec le théoreme de Gauss ou de la divergence.

Définition 4.1.3.  Soit F = (F}, Fy, ..., F,,) un champ de vecteurs de R” de classe C(D)
sur un domaine D. La divergence de F, notée par V - F, est donnée par

v-ﬁ:<a 5 6>_ﬁ_(‘9F1 OF, | OF,

Oxy Oxy’ " Oxy, " Oz, | Oy | Oz,

Soit F' = (P,Q) un champ bidimensionnel, on voudrait calculer le flux de F' & travers une
courbe fermée C' dans la direction extérieure. Par analogie avec le raisonnement tenu pour
les surfaces, ce flux devrait étre donné par l'intégrale curviligne

/ﬁ-ﬁds.
c

Choisissons une paramétrisation 7 = (x(t), y(t)) pour laquelle le vecteur tangent pointe dans
la direction positive. La normale unitaire extérieure sera donc

1

n=

de sorte que

Fiids = (P,Q)- (y (1), —a'(1) dt = (—=Q, P) - (¢'(t),/(¢)) dt.
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Il en découle que

/Cﬁ-ﬁds: /C(—Q,P)- dr. (4.4)

Tout ceci nous conduit a

Théoréeme 4.1.3 (Théoréme de Gauss (ou de la divergence) dans le plan).  Soit
F = (P,Q) une champ de classe C' sur une courbe fermée C' et son intérieur D = int(C).
Si 71 désigne la normale extérieure a D en chaque point de C, on a

/Fnd / —+—dd

DEMONSTRATION: Il suffit d’appliquer le théoreme de Green au membre de droite de
(4.4). On obtient
or 8
/ ds = / / Q dxdy,
qui est le résdultat cherché. ]

Le théoreme de Green fournit aussi un outil différent pour le calcul des aires.

Proposition 4.1.1.  Soit D un domaine du plan auquel le théoréeme de Green s’applique
et soit C'= 0D sa frontiére, orientée positivement par rapport a D. On a

AD) = 3 /C (—y.2) - dF

= [0 ar
= /C(O,I)-d??

DEMONSTRATION:  Démontrons la premiere égalité. En vertu du théoréme de Green,

1 or 0—vy 1

Ly i — = gr dedy = = 9 dady.

2/C(y,x) dr /ax gy 2// zdy
D

D

Le résultat en découle directement. OJ

Exemple 4.1.1.

a) Calculons 'aire délimitée par une boucle de cycloide C' : (at — asint,a — acost), t €
0, 27], et axe des z.
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La frontiere orientée positivement de ce domaine est constituée du segment [0, 27a| et
de 'arc —C', donc

2ma 2m
A = / (O,x)-(l,O)dx—/ (0,at — asint) - (a — acost,asint) dt.
0 0

27
= —/ a’tsint — a®sin® dt = 372,
0

b) Soit f(z) une fonction strictement positive pour = € [a,b]. On note D, le domaine
délimité par la courbe y = f(x), x € [a, b], les segment [(a, 0), (a, f(a))], [(b,0), (b, f(b))]
et le segment [a, b] de I'axe Ozx. On appelle C' la frontiere de D orientée positivement.
Calculons

/<x2—y+1,xy+y2>‘dﬁ
C

en fonction de I = ff f(z)dx, et de la position du centre de gravité de D.

En applicant Green, on obtient

/C(x —y+1lay+y )-df’:/D/(y—l)dxdy:A(D)(y—1):I(y—l).

4.2 Théoréme de Stokes

Nous voudrions maintenant démontrer le théoreme de Stokes dans R?. Pour ce faire, il nous
faut clarifier la notion de surface a bord.

Soit ¥ : D — R3 une paramétrisation d’'une surface S, v : [a,b] — R? une paramétrisation
de 0D que 'on suppose étre une courbe C'! par morceaux, on peut étre tenté de définir 95
comme étant la courbe ¥ o+ : [a, b] — R3.

Cependant si X n’est pas injective ceci peut n’avoir aucun sens comme le montre I’exemple
d’une sphere paramétrisée en coordonnées sphériques.

Nous contournerons la difficulté en supposant que ¥ est injective sur D.
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2T

V=

Domaine et image

Dans ce cas S = X(0D) et l'orientation positive de S par rapport a S est celle qui est
induite par X, c’est-a-dire que, si 9D est orientée positivement par rapport a D, dans le plan,
alors 05 est orientée positivement par rapport a .S dans I'espace. Bien que cette affirmation
soit loin d’étre évidente, nous nous contenterons d’admettre qu’elle est vraie.

Théoréeme 4.2.1 (Théoréme de Stokes).  Soit S une surface orientée paramétrisée par
une fonction injective ¥ : D C R? — S de classe C*. Si le Théoréme de Green s’applique a
D, pour tout champ F' de classe C'(S), on a

//(vXﬁ)-ﬁdA:/ F-d7.
S oS

DEMONSTRATION:  Dénotons par u(z,y), v(z,y) et w(z,y) les composantes de %. Si f :
la,b] — R? est une paramétrisation de 9D, alors la paramétrisation de S sera donnée par
7 = Yo f, donc

—

ot G ¥ [dX]7(F o). Si Fy, Fy, Fy dénotent les composantes de F', alors

. du v dw Fy(u,v,w)
G(x,y)=< s & g_w) Fy(u, v, w)
0y F3(U,’U,IU)
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c’est-a-dire

Gy = (%) (Fio%) + (%) (Fyo )+ (g—z’) (F30%)

Une application méthodique de la regle de dérivation des fontions composées, conduit a
I’expression suivante

0Gy 0G4 _OF10(u,v)  OF O(u, w) )

(% B 8_y> v d(z,y) Ow d(z,y) Ou I(x,y)

_OF0(v,w)  OF30(w,u)  OF30(w,v)

ow d(x,y)  Ou d(x,y) v d(z,y)

. 8F3 _ (9F2 8(1),?1)) i 8F1 _ 8F3 3(w,u)
B v Ow ) O(z,y) ow  Ou ) O(x,y)
GFQ 8F1 G(u, U)
+ - )
ou  Ov ) O(x,y)
cest-a-dire (282 — 9G1) — (Y x F). f f En utilisant le Théoreme de Green, on obtient
ox dy

/ﬁ-cw:/ G-df = // (@—%)dxdy
oS oD

_ //D(v x BY(E(x,y)) - (T, x T,)dzdy

= //S(Vxﬁ

4.2.1 Quelques applications simples

Exemple 4.2.1. Soit S la demi-sphere x? + y? + 22 = 4, z > 0 orientée par la normale
dont la troisieme composante est positive. Soit F(x,y,2) = (z + 2z, — y,2z — ). On veut
calculer

Flux du rotationnel = //(V x F) - i dA.
s
En vertu du Théoreme de Stokes, ce flux est égale au travail de F sur le bord de S orienté

positivement par rapport a 7. Ce bord est le cercle 22 + y?> = 4,z = 0 paramétrisé par
7(0) = (2cosf,2sin6,0). On a donc
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//(vXﬁ)-ﬁdA = /Cﬁ-df

2
= 4/ (cosf,cos —sinf, — cosh) - (—sinb, cosh,0) do
027r
= 4/ (—2cosf sin @ + cos® 0) df = 4.
0

Si nous remplacions S par n’importe quelle surface contenue dans z > 0 et dont le bord est
O, le flux serait le méme. En particulier, si D désigne le disque 22 + y? < 4,z = 0, orienté
par k, on aurait pu argumenter comme suit :

//(v><ﬁ)-ﬁdA://(o,2,1)-(o,o,1)dA:// dA = A(D) = 4,

ce qui est plus simple.

Exemple 4.2.2. La surface cylindrique S, 22 + 22 = 1,y € [1,2] orientée par la normale
qui pointe vers 'axe Oy et le champ o(x,y, z) = (22, y, —2), on veut calculer

Fth:/ V x v-1ndA.

Le bord de D est formé de deux cercles C; : 2% + 22 = 1,y = 1 parcouru dans le sens positif
du plan (z, z) et Cy : 22+ 2% = 1,y = 2 parcouru dans le sens inverse. C) est paramétrisé par
(cosf,1,sin6), —Cs par (cos6,2,sinf), 6 € [0,27). En appliquant le théoreme de Stokes, on

a alors
Flux = /
Ci1—(— C’2

= / [(cos® 0,1, —sin(f) - (—sin 6,0, cos )
(cos* 6,2, —sin(f) - (—sind, 0, cos §)] do
2
= / —25inf cos®>H — 2sinf cosf df = 0.
0
Exemple 4.2.3. Notons 7T la courbe triangulaire fermée de sommet (1,0,0), (0,1,0) et

(0,0, 1) orientée positivement par rapport a la normale (1,1,1). On veut calculer le travail
de f(z,y,2) = (—2,y,2?%) le long de T. Considérons pour ce la surface formée des 3 faces du
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tetraedres x +y+ 2 < 1,2 > 0,y > 0,z > 0 situées dans les plans de coordonnées. Si nous
notons ces faces Fy, F5 et F3, nous avons

Foy=0 >0, 2>0, z+2<1,

F : x=0, y>0, 220, y+2z<1,
F; @ z2=0, 220, y>0, y+zx<1.

Pour Fj, 'orientation de la normale est celle de 7, pour F, c’est celle de 7" et pour Fj3, c’est
celle de k. Puisque V x f = (0, —1 — 22,0), on a donc

/Tf- dF:—//(l—l—Qm)dxdz:—A(Fl)(1+2m):—%(1+g):_E

3 6
4.2.2 Champs conservatifs
Avant de compléter notre étude des champs conservatifs, nous avons besoin d’une définition.

Définition 4.2.1. Un domaine D C R" est dit simplement connexe si, pour toute courbe
simple fermée de classe C! entierement contenue dans D, il existe une surface S de classe
C! entierement contenue dans D pour laquelle C' = 98S.

Nous avons alors le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.2.  Soit D un domaine simplement connexe de R? (ou R?), F un champ
défini sur D, de classe C', les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour toute courbe fermée C' de classe C* entiérement contenue dans D

/ﬁ-cw:o.
C

b) Si Cy et Cy sont deux courbes simples de classe C! ayant les mémes extrémités

/ﬁ-dv:/ F-d7.
Cl 02

¢) F est le gradient d’un fonction numérique.
d) Vx F=0surD.

DEMONSTRATION:  Par la Proposition 3.3.1, on a que (a) <= (b). Par le Théoréme 3.3.2,
on a que (b) = (c). Par le Théoreme 3.3.1, on a que (¢) = (d). Par le Lemme 3.3.1, on a
que (¢) = (d). Ainsi, nous avons déja démontré les implications

(@) == (b) = (c) = (@)
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Il nous suffit donc de vérifier que (d) = (a).

Soit C' une courbe fermée contenue dans D. Par définition, on peut trouver une surface S
contenue dans D et ayant C pour frontiere. Si on applique le théoreme de Stokes

/ﬁ.dv://(vXﬁ).ﬁdA:o.
C S

Corollaire 4.2.1.  Soient D un domaine simplement connexe de R? P(x,y) et Q(z,y)
deux fonctions de classe C*(D). Alors, 'équation

O

d P
P(z,y) + Q(x,y)d—i =0 est exacte < aa—y - ?)_552

DEMONSTRATION: (=) Voir Lemme 1.4.1.
(<) Si %—1; = %—8, alors pour F(z,y,z) = (P(x,y),Q(z,y),0), on a que V x F = 0.
Comme D est un domaine simplement connexe, on peut appliquer le Théoreme 4.2.2 pour

conclure que F' est conservatif. Donc, il existe f : R — R telle que F =V f, et ainsi

(P,Q) = (%, g—i). Cela démontre que 'EDO est exacte. ]

4.2.3 Une application a ’électromagnétisme

Soit C' un fil conducteur, qui prend la forme d’une courbe fermée, placé dans un champ
magnétique H (z,y, z,t). Si S est une surface arbitraire dont le bord est C', on désigne par
¢ le flux magnétique

¢t:/ﬁ~ﬁdA,
S

mesuré a chaque instant. Puisque H dépend du temps, le flux magnétique induit un courant
électrique dans la boucle C' dans le sens prescrit par H. Si V' désigne la différence de potentiel
ainsi crée, la loi de Faraday stipule que

d¢
V = —un—t
,uodta

ou o est appelée constante d’induction. Or, par définition du potentiel électrique

V:/E-dF:/VxE-ﬁdA.
C S

On a donc a chaque instant

, d [ = H
/(V><E)-ﬁdA:—uo—/H-ﬁdA:/—uoa—-ﬁdA.
< dt Jg s ot
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Cette identité est valable pour toutes les surfaces a bord incluse dans le domaine commun
de E et H, quelque soit sa forme ou son orientation. Ceci ne peut étre vrai que si

, OH
E = —jg—.
VX Ho"ar

4.3 Théoréme de Gauss

Dans cette derniere section, nous allons étendre le théoreme de la divergence au cas tridi-
mensionnel. Restreignons nous d’abord au cas d'un cube : Soit 2 le cube [0, 1]3, les 6 faces
de ce cube peuvent s’écrire

Sy:oz=1 (z,9)€[0,1] x[0,1], 7=k
Sy: z2=0 (z,9)€[0,1]x[0,1], @=—Fk
Sg: z=1 (y,2)€[0,1]x[0,1], A=7
Sy x=0 (y,2)€0,1]x[0,1], A=—J
Ss: y=1 (z,2)€[0,1]x[0,1], A=J
Ser y=0 (z,2) €[0,1] x [0,1], i=—j
Donc si F € CHQ) avec F = (Fy, Fy, F3), alors

//Sﬁ-ﬁczA = Z//ﬁ-ﬁd/l
_ //S FydA— //S ngA+//S FidA— // Fi dA
+//S FQdA—//S FdA

: /01 /Ol[FB(x’y, U Falng Odudy /o1 /ol[Fl(l’ y,z) — F1(0,y, 2)|dydz
+/1/1[F2(93, 1,2) — Fy(z,0, 2)|dxdz

_ // [0 aF%y, dz}dmder// U aley, )dfv}dydz
// U anxy, )dy}da:dz.

Il ne reste qu’a appliquer le Théoreme de Fubini pour obtenir

//ﬁ.ﬁdA:///v.ﬁdxdydz.
S Q

L’extension de ce résultat a des domaines plus généraux fait I'objet du théoreme suivant.
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Théoréeme 4.3.1 (Théoréme de Gauss). On désigne par Q2 C R? un solide de 'espace
défini par

Q={(z,y,2) | p(x,y) < z <Y(x,y), (z,y) € D},

ol ¢ et 1 sont deux fonctions continues sur un domaine D du plan. Soit 71 la normale
extérieure définie sur 9. Si I est de classe C' sur un domaine contenant Q, alors

// v-ﬁdxdydz:// F-iidA
[2)9]
Q

DEMONSTRATION:  La démonstration suit les lignes de celle proposée plus haut dans le
cas d'un cube. La surface fermée qui forme la frontiere de €2 peut étre décomposée en trois
parties.

Sy : Le graphe de ¢ dont la paramétrisation est donnée par (z,y, ¢(x,y)) et par lequel la
3¢ 8¢
—1). On a donc

normale extérieure a 2 est (—

/ / FiidA = / / (Fl(% FQ_‘ﬁ_Fg) dudy. (4.5)

Sy : Le graphe de 1. Une répétition du raisonnement précédent donnera

//F fidA = //( Fl——FQZ—erFg) dudy. (4.6)

Sp : Nous désignons ainsi le complémentaire de la réunion des graphes. C’est une surface
cylindrique

SO = {(x,y,z) | ¢(w7y) <z< ¢($7y)a (ZL‘,y) € 8D}

Si fp = (n§,n§) désigne la normale extérieure & Cy = 0D, dans le plan, la normale
extérieure & Sy est (nf, ng,0), alors que, si ds désigne ’élément de longueur sur Cp,
I’élément de surface sur Sy est dA = dsdz. Ainsi

o ¥(z,y)
//F ‘dA = / (/ Fi(z,y, 2)ng(z,y) + Fy(x,y, 2)nf(x,y) dz) ds
CO Z=¢(xvy)
So
= / (Gl, GQ) . ﬁo dS,
Co

ou
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Y(z,y)

b(z,y)
En vertu du théoreme de la divergence dans le plan,

/(GI,GQ nods—// (3G1 8G2) dxdy.
Co

Nous avons déja calculé une dérivée du type de celle qui apparait ici, il s’agit, encore
et toujours, de bien appliquer la regle de dérivation des fonctions composées.

oG,

0
e ALCE N G y))a—(ﬁ+F1($y¢xy _+/

En groupant tous les termes, nous obtenons

[[Foan - / [ (-Fite st )32~ Flop o) ) dady
So

+ // <F1 .y, (@ y)) oY +F2(x y, ¥(z, y))ZLD) dxdy

+ /// (8F1 aFZ) drdydz.

En additionnant membre a membre la derniere égalité avec (4.5) et (4.6), on tire

//F dA = /// (aFl aFQ) d:cdydz+//(F3(:L',y,z/J(x,y))—Fg(:c,y, o(x,y)) dedy,

et le résultat découle maintenant du théoréeme fondamental du calcul. O]

P(,y) 8F1

#(z,y)

REMARQUE 4.3.1. 1l est facile de se convaincre que le résultat serait encore vrai si on
inversait les roles de x et z ou ceux de y et z dans I’énoncé du théoreme.

Une derniere extension concerne les domaines obtenus par assemblage.

Corollaire 4.3.1.  Soit V; et V, deux domaines de R? auxquels le théoréme de la divergence
s’applique. Si vol (V; N'V,) = 0, alors le théoreme de la divergence s’applique a V; U V5.

DEMONSTRATION:  Faisons I'hypothese que Vi NV, est une portion de surface S. Puisque,
sur S, la normale extérieure a V] est I'opposée de celle qui est extérieure a Vs, la somme
des flux extérieurs a dV; et AV, comporte deux flux a travers S de signes opposés. Cette
somme est donc un flux a travers (0V; U dV,) \ S qui n’est rien d’autre que la frontiere de
ViuVs. O]



114 CHAPITRE 4. ANALYSE VECTORIELLE

4.3.1 Quelques exemples d’applications simples
Un calcul de volume

Soit C_j(x, Y,z) = %(x, Yy, z). Puisque V - G =1, on a, pour n’importe quel solide

vol (D) = é//(x,y,z)-ﬁd/l.
oD

Exemple 4.3.1. Supposons que V soit le solide de rotation obtenu en faisant tourner le
domaine

Vo ={(z,2) |0 <z < f(2),% € [a,b]}.

La frontiere de D se constituée en partie de deux disques horizontaux, D; et D, de rayon
f(a) et f(b). Sur chacun de ces disques 7- 71 = £z de sorte que

// 7oitdA = —an f(a)? + b f(b)2.

D1UD>

Le reste de la frontiere est consituée de la surface de rotation de la courbe z = f(2). On
peut paramétriser cette surface par 7(6, z) = (f(z) cos(0), f(z) sin(), z), de sorte que

N = (=f(2)sin(6), f(z) cos(0),0) x (
= (f(z)cos(9), f(z)sin(0), —f(2) f'(2)).

Cette normale pointe vers I'extérieur, donc
//F-ﬁdA _ / / ) cos(@), (=) sin(0), 2) - (f(2) cos(6), (=) sin(8), — f(2) f'(2)) d= dB

S
_ / / 12— 2f(2)f(2)) d= db.

En intégrant par parties, on tire

/ / 22— 2f(2)f"(z dzd&—w/f dz —w(bf(b)* — af(a)?).

En sommant les trois contributions, on obtient finalement que

b
vol (D) = 7T/ f(2)*dz

un résultat que 'on peut obtenir de plusieurs autres fagons.
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Un calcul de flux a travers une surface non fermée

Soit ﬁ(x, y,2) = (zy, —y, 22+x), on veut calculer le flux de F a travers la surface S constituée
de la paroi cylindrique z*+ 2% = 4,y € [1,2] et du disque y*>+2? < 4, y = 1 dans la direction

de la normale qui, en (2, 3,0) vaut (1,0,0).

Cette surface n’est pas fermée. Posons S; = SU D ou D est le disque y> + 22 < 4, y = 2.
Soit ) le solide de R? contenu a l'intérieur de S;. S; étant fermée et le choix de la normale
en (2,0, %) correspondant a la normale extérieure a Sy, on a par le Théoreme de Gauss

//ﬁ-ﬁdA — // ﬁ-ﬁdA—//ﬁ-ﬁdA
S 51 D
= // v-ﬁdxdydz—//ﬁ-ﬁdA.
Q

D

Commev-ﬁ:y—l—i—%,onaque

///V-ﬁdxdydz = ///ydmdydz—///1dxdydz+2///zdxdydz
) Q Q Q
2 p2m 2 2 por g2
= / / / yr drdfdy — vol () + 2/ / / 2r drdfdy
1 Jo Jo 1 Jo Jo

= 6m—47+0
= 2.

D’autres parts, sur D on a 7 = (0,1,0) et ainsi F -7 = (zy, —y, 22+ ) - (0,1,0) = —y. Donc

//ﬁ-ﬁdA://—sz: —2Aire (D) = —8.
D D

Finalement

//ﬁ~ﬁdA:27r+87r=107r.
S

4.3.2 Interprétation physique de la divergence

Le Théoreme de Gauss nous fournit un moyen simple de caractériser la divergence. Supposons
que le champ F soit de classe C*(D) pour un domaine D de R3. Si a € D, pour tout p > 0
assez petit, la boule B,(a) C D. Si S, = 0B,(a) et si i, désigne la normale extérieure, on a
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/E-ﬁadA: V- EdV.
a lgp(a)

Si nous appliquons le théoreme de la valeur moyenne au membre de droite, nous obtenons

— 1 —

V~E(a*):—/ E -7,
vol(B,(a)) Js,

ou a* € B,(a).

Puisque V - E est continu,

. . 1 .
V-FE(a)=1limFE(a") = lim ——— E -,
(a) a—0 (a”) a—0 Vol(Bp(a)) /a
La divergence apparait donc comme un flux moyen infinitésimal. Si V - E (a) > 0 cela signifie
que le flux de E au voisinage de a est positif donc qu’'une portion de la quantité physique
E émane de a. On dit que a est une source. Si V - E(a) < 0 on dit que a est un puit. Si
V - E(a) = 0, la quantité physique F est conservée au voisinage de a..

-
i’// ==,
N "—"‘/ﬁé%// \\b‘??,@,—’lr(( \\
\S§ L ’ 7 \éff_/ \>§>' ] LA ‘\( '%/\
R N 7 A S AL SO
=5 e nEEaaaay
—— = _ :\_‘:;:\‘ \/X\,*\Q\\\\\\\AQ/\
—REE T TS \X e \§Q\
// < t ~ ST \ e \\\ & N N
T R L N ORI T VM 2R
054 NS WSS
//5% %%E\\ l/fZé‘E::i\\
| e

F1GURE 4.1 — Un champ a divergence positive et un a divergence nulle.

4.3.3 Quelques formules de dérivation

Nous avons introduit trois opérateur différentiel a I’aide du symbole V (dire nabla) :

a) le gradient d’un champ scalaire V f,
b) le rotationnel d’un chmap de vecteurs V x G

¢) la divergence d’un champ de vecteurs V - F.

Nous pouvons composer ces opérateurs entre eux pour obtenir des identités.
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a) V x (Vf) =0, pour tout champ scalaire f.

3 azf
i—1 8:1:1»2
A est appelé le laplacien. C’est un des opérateurs différentiels les plus importants des
mathématiques appliquées.

¢) V- (V x G) =0 pour tout champ de vecteurs G de classe C2.

b) V-Vf =

= Af pour tout champ scalaire f. L’opérateur du second ordre

Vérifions la derniere identité

Vx @ (8G3 B 0G4y 0GH B 0G3 0G4 B 8G1)
N Oy 0z 0z Ox ’ Ox oy

Donc

2 2 2 2 2 2
V_(Vxé):8G3_8G2+8G1_8G3+8G2_6’G1.
Ox0y 0x0z Oydz Oydxr 0z0r 020y

Le résultat découle du théoréme de Schwartz.

REMARQUE 4.3.2. Notre étude des champs conservatifs, nous a conduit a la conclusion
que, sous les hypothese appropriées, I'identité V x ¢ = 0 caractérisait les gradients. De la
méme fagon, on pourrait se demander si l'identité V - v = 0 caractérise les rotationnels.
En physique un champ vectoriel a divergence nulle est appelé solénoidal. On peut montrer
que, sous des hypotheses appropiées, v est solénoidal si et seulement si il existe G tel que
7=V xG. Le champ G est appelé potentiel. Nous ne chercherons pas a démontrer cette
proposition qui dépasse le cadre de ce cours.

4.3.4 Une application a la physique

On désigne par E le champ électrostatique crée par une charge ¢ placée a l'origine. D’apres
la loi de Coulomb,

E = —qﬁr.

Ce champ est défini partout, sauf en (0,0,0). Par ailleurs, un calcul direct montre que, si
7 #£ 0, alors V - E = 0. Ceci ne signifie pourtant pas que le flux de E A travers une surface
fermée est toujours 0. Si (0,0, 0) n’est pas a l'intérieur ou sur la surface, alors, une application
du théoreme de la divergence montre ce sera le cas. Mais si (0,0,0) est a l'intérieur, les
conditions du théoreme ne sont pas remplies. En fait on a
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Théoreme 4.3.2.  Soit V un solide de I'espace qui contient (0,0,0) dans son intérieur. Si
S =0V et n désigne la normale a S qui pointe vers I'extérieur de V', on a

//E-ﬁdA: —4ngq.

S

DEMONSTRATION:  Commencons par le cas ou V est une boule délimitée par la sphere S,

L,
de rayon a. Sur S,, la normale est donnée par —7, donc
a

Considérons maintenant le cas général. Si (0,0,0) € V'\ S, il existe un rayon a suffisamment
petit pour que la boule de rayon a centrée en (0,0,0) soit entierement contenue dans V.
Notons V, le complémentaire de cette boule dans V. On a 0V, = SU S, alors que la normale
extérieure a S, est dans la direction intérieure a dV,. Puisque E est dérivable partout dans
V., on peut appliquer le théoreme de Gauss, pour obtenir que

//E-ﬁedA—//E-ﬁedA_O.
Sa,

S

Le cas général découle maintenant du cas particulier précédent. O

4.4 Formules de Green

Nous allons maintenant utiliser le théoreme de la divergence pour développer une formule
qui s’apparente a la formule d’intégration par parties.

Observons d’abord que, si ¢ € CY(Q) et f € C*(Q), ot Q est un domaine de R* dont la
normale extérieure est notée 7, on a

3
s of v
V- (f0) 2o,
3
B of v, (4.7)
= 29" o
= Vf -0+ V-7

En intégrant sur €2 et en applicant le théoreme de la divergence on obtient alors
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/(Vf-UJer-U) dV:/V-(fﬁ)dV: f(5- ) dA,
Q Q

oN
une identité connue sous le nom de premiere formule de Green et qu’on écrit souvent sous
la forme

/fV-ﬁdV: f(ﬁ-ﬁ)dA—/Vf-UdV (4.8)
Q 0N Q

Définition 4.4.1.  Soit E une courbe fermée lisse de R? ou une surface fermée lisse de R3.
Si g est une fonction de classe C'(D), on définit en chaque point de 9D

on g1,

ou n est la normale unitaire qui pointe vers 'extérieur. g—z est appelée dérivée normale de g.

Si, pour g € C?*(Q), nous posons ¥ = Vg dans (4.8), nous obtenons

0
/ Vf-VgdV = / V2qdv— | f2aa (4.9)
Q Q o0 On
Considérons maintenant un cas particulier important.

Définition 4.4.2.  Soit Q2 un domaine de R3, une fonction u : Q — R est dite harmonique
sur € si Au = 0 sur €, c’est-a-dire u satisfait I’équation de Laplace.

Exemple 4.4.1.
a) g(x,y,z) = zyz est une fonction harmonique sur R".

b) g(z,y) = e” siny est harmonique sur R%. En effet,

0%qg 0%g

@—i—a—yQ:ewsiny—e‘”smy:O.

) g(z,y,2) =1 = \/ﬁ est harmonique sur R? \ {0}. En effet, nous avons vu que
E:ngr%FetqueVl?:O. Donc,
Ag=V-Vg=V-E=0.
Supposons donc que g est harmonique et posons f = 1 dans (4.9), nous obtenons

Jg
—dA = 0.
/@Q an

Par ailleurs, si f et g sont deux fonctions harmoniques, nous avons simultanément
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fo fAGdV = [ Vf-VgdV + [, f2dA

JogAfdV = [ Vf-VgdV + [,,92dA

Dongc, en soustrayant membre a membre

B dg of
/Qng—gAde—/an%—g%dA. (4.10)

Cette identité s’appelle deuxieme formule de Green.
Examinons le cas ou

est la sphere centrée a l’origine de rayon R.

Nous avons vous vu que g(z,y,z) = —% est harmonique sur R? \ 0 et que Vg = %377 En
particulier
-1
9 ‘an ~ R
et

Désignons par €, I'anneau sphérique Qi = Bg(0) \ B%(O).

OnaQ\0 =2, Q. Si f est harmonique ur Q2 et si g est définie ci-haut, on tire de (4.10)
appliquée a €2,

Or 9 = 02U Sy, ol Sy, est 'enveloppe sphérique centrée a l'origine de rayon R/k.
Par suite

dg of
dA = dA
f /8

o o o, Ton
of of
—dA —dA.
/mgand +/Skgand

Utilisant le fait que g|,, = cte, g‘ g, = cte, on obtient finalement
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)

9994 =0,

o, aTL

Si on utilise les remarques précédentes et qu’on se rappelle que la normale a S, qui est
extérieure a () est = %F, on obtient

1/fdA—k2 fdA
R2 N _R2 Sk

c’est-a-dire en multipliant des dénominateurs par 47

1 1
Aire (09Q) /Q fdd= Aire (Sk) Js, fd. (4-11)

Si f(0) désigne la valeur de f a 'origine, on tire de

1 1
Ao (50 SkfdA—f(O) = m[qk(f— f(0)) dA,

de
1
‘M/Sk(f—f(o))dA‘ < max|f(x) — £(0)]

et de la continuité de f en (0,0,0) que

;g@/éjdkf(oy

Si on retourne a (4.11) et que I'on note que le membre de gauche est indépendant de k, on
obtient le

Théoréeme 4.4.1 (Propriété de la valeur moyenne).  Soit Q un ouvert de R?, f une
fonction harmonique dans 2. Si a € Q et si B,(a) = {x € R? | ||z — a|| < r} est contenue

dans (), alors
1

fla) = Aire (B, (a)) /a&(a) fdA.
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Chapitre 5

Rappel sur le calcul différentiel des
fonctions de plusieurs variables.

5.1 Représentation géométrique

Définition 5.1.1.  Le domaine de définition D(f) d’une fonction f(x,y) est I’ensemble
des points (z,y) du plan cartésien pour lesquels cette fonction peut étre calculée.

Exemple 5.1.1.
a) Pour f(z,y) = /3 — 2% —y2 D(f) = {(z,y)|2* +y* < 3}.
b) Pour f(z,y) = In(a? + 4 — 3), D(f) = {(z,y)|a? + y* > 3},

REMARQUE 5.1.1.  Ce que nous avons défini est le domaine naturel de f. Il arrive souvent
que 'on prenne pour domaine d’une fonction, un sous-ensemble de son domaine naturel.

Définition 5.1.2.  On appelle image de f le sous-ensemble de R des valeurs prises par f.

La détermination de l'image est un probleme difficile qui requiert le calcul des valeurs
extrémales de f. Pourtant, pour le premier exemple ci-haut, on peut voir que I(f) = [0, v/3].

5.1.1 Représentation géométrique d’une fonction de deux variables

Définition 5.1.3.  On appelle graphe d'une fonction de deux variables f 1’ensemble

G(f) = {(z,y,2) € R®: (z,y) € D(f), z = f(z.y)} (5.1)

Le graphe d’une fonction de deux variables est représenté graphiquement par une surface de
R3.

123
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Exemple 5.1.2. [ = 23—y D(f) = [-1,1]%. Le graphe G(f) est tracé sur la figure
suivante.

5.1.2 Lignes et surfaces de niveau

Etant donné une fonction z = f(z,y) et ¢ € I(f), la ligne de niveau ¢ est Uensemble des
points (z,y) € D(f) tels que f(z,y) = c. Cet ensemble est une courbe dans R?.

Wl

Exemple 5.1.3.  f(z,y) = 2°—1>, ¢ = 8, la courbe est 2*> —y> = 8 ou encore y = (2> —8)3.

.

Pour une fonction f(z,y) donnée, les différentes lignes de niveau de f constituent la carte
topographique de f.
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5.2 Dérivées partielles

Définition 5.2.1. La dérivée partielle de [ par rapport a = au point (xg,yo) est définie
par :

i) = & e f<x0+hvy0) _f(3707y0)
%(%,yo) = fu(0,90) = }ILIE(I) 3 .

La dérivée partielle de f par rapport a y au point (xg,yo) est définie par :

8f déf 4. f(x7y +h)_f($7y)
a_y(l'[byo) :fy(x()?yo) = ]1111)% - h e :

Exemple 5.2.1.
a) f(z,y) =2" +In(z +y) +y*;

of 1 af 1

2L 3,2 t === 2y.

e 3z +$—|—y e By x+y+ (
b) f(z,y) = cos 3y + yexp(x) ;

%Zyexp(l‘) et %:—3Sin(3y)+exp(af).

Etant donné une fonction de trois variables f(z,y,2) on définit de maniere analogue les
dérivées partielles.

5.2.1 Le plan tangent & une surface z = f(z,y) au point (xo, yo, f (0, y0))

L’équation du plan tangent est donnée par 1’équation

z = f(xo,y0) + fo(x0,y0) (@ — x0) + fy(z0,%0)(y — Yo)-

Exemple 5.2.2.
Pour calculer I'équation du plan tangent & la surface f(z,y) = 2® — y au point (2,2,0), on

calcule

2. 2) = 322 =12 et 2. 2) = —3y? =—12
flT(u) 3[E (2’2) € fZI(u) y (272) )

z=12(x —2) — 12(y — 2) = 12(z — v))
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5.2.2 Différentielle totale

Soit donc f(x,y) une fonction de deux variables telle que f, et f, existent et sont continues
en un point (xg,yo) situé a l'intérieur du domaine de définition de f. Si on donne un petit
accroissement Ax a xg et un petit accroissement Ay a yg, on a I’approximation suivante pour
I’acroissement résultant :

Afmdf = fo(zo,y0)Az + fy(wo, yo) Ay. (5.2)

Le membre de droite est appelé différentielle totale de f(x,y) au point (o, yo), pour 'acrois-
sement (Ax, Ay).

Dans le cas d’une fonction de trois variables f(z,y, 2), la différentielle totale de f au point
(20, Yo, 20) est définie par

df = fu(wo, %0, 20) Az + fy (o, Yo, 20) Ay + f2 (2o, Yo, 20) Az. (5.3)

Supposons que l'on cherche a mesurer 'augmentation du volume V' d’une boite de métal de
dimensions x = 10cm, y = 20cm et z = 30 cm sous 'effet de la chaleur, sachant qu’alors
chacune de ces trois dimensions augmentera d’environ 1 cm. On utilise 'approximation A f ~
df qui donne, puisque V = zyz et que Az = Ay = Az =1,

V(11,21,31) =~ V/(10,20,30) + V,(10,20,30)Ax + V,(10, 20, 30)Ay + V,(10, 20, 30)Az
= 6000 4+ yz +xz + xy
(10,20,30) (10,20,30) (10,20,30)
= 6000 + 600 + 300 + 200 = 7100.

5.3 Dérivation des fonctions composées

Soit f(x,y) une fonction dont les dérivées partielles f, et f, existent et sont continues dans
un domaine D. Supposons de plus que les variables = et y sont elles-mémes des fonctions
d’une troisiéme variable ¢, i.e. x = z(t) et y = y(t).
Par exemple, si f(x,y) = x4y, avec x = sint et y = cost, alors f est en réalité une fonction
de t, puisque

f(z,y) =2 +y =sint + cost.

Il est donc possible de considérer la dérivée de cette fonction par rapport a t, auquel cas

dans I'exemple ci-dessus on aurait % = cost — sint.
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En général, on a

i ., ., Ofd Ofdy
- _ e sy 4
L L el m il Wi (54)
Exemple 5.3.1.
a) flx,y) = a4 cos(xy), r =12 y = 3.
df 2 , - 2
— = (32° — ysin(zy)) (2t) + (—zsin(zy)) (3t%)
dt z=t2 y=t3 r=t2 y=t3
= (6t° — 2t*sin(t%)) — (3t*sin(t%))
= 6t° — 5t*sin(¢°).
b) (Coordonnées sphériques). g(r,0,¢) = f(z,y,z) ou
x = rcos(f)sin(¢),y = rsin(f) sin(¢), z = r cos(¢).
On
0y _0for  0foy 050z
op  O0xdp Oydp 0z 0
ie. 5 o7 o7 o7
g g5 . g g
96 7 cos(f) cos(¢) e + 7sin(0) cos(¢) o 7 sin(¢) 5y
5.4 Dérivées d’ordre supérieur
Théoreme 5.4.1 (Théoréme de Schwarz). Soit f(x,y) telle que ses dérivées partielles
mixtes fg, et f,, existent et sont continues a l'intérieur d’'un domaine D, alors
fzy(aa b) = fyz(a'> b) (55)

pour chaque point (a,b) € D.

5.5 Dérivée directionnelle, gradient et plan tangent

5.5.1 Dérivée directionnelle

Définition 5.5.1.  Soit f(z,y) une fonction telle que f.(xo,y0) et fy(xo,yo) existent et
sont continues au point (zg,yp). La dérivée directionnelle de f au point (zg,yo) dans la
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direction du vecteur unitaire @ = (uy, ug), notée Dgzf(zo, o) , est

éf 1. t ) i - )
Daf (2o, %) det 11_{% fxo + tur, yo +t uz) — f(xo yo). (5.6)

De plus,
Dgf(l’o, yO) = <f96<x07 yO)? fy(x()?yo)) U= Vf(xg,yo) ’ 67 (57>

ou 'expression V f (g, yo) désigne un vecteur appelé gradient de f au point (xg, yo).

Les dérivées partielles de f sont des cas particuliers de la dérivée directionnelle Dy f(xo, yo)-
En effet, en posant « =i = (1,0) dans (5.3), on obtient

D10 f(0,90) = (fa(20,%0), fy(0,%0)) - (1,0) = fulzo, Yo)-
De méme, en posant @ = j = (0,1) dans (5.3), on obtient

D(o,l)f(l"myO) = (fx(l"o,?/o)a fy(anyO» ) (0> 1) = fy(ﬂfo,yo)-

Pour une fonction de trois variables F(z,y, z),
a) VF = (F,, F,, F,),
b) DaF (0, Y0, 20) = VF (20, Yo, 20) - U.

Exemple 5.5.1.
a) f(z,y) = 2* + 3yx, Vf = (2z + 3y, 3z)
b) F(z,y,2) = 2%y + 322, VF = (32%y + 32,23, 3x).

C) ($07y0a20) = (17 17 1)7 U= %(1707 1)

DzF(1,1,1) = (6,1,3) - =

S

5.5.2 Propriétés fondamentales du gradient

1

v f‘V f est la direction de croissance maximale alors que le

a) En chaque point, @4, =
taux maximal est

Dgof = IV f].
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b) En chaque point d’une courbe (surface) de niveau d’une fonction de deux (trois) va-
riable, le vecteur V f est dans la direction de la normale a la courbe (surface).

I1 découle de la seconde propriété que I’équation du plan tangent en un point Py = (o, ¥o, 20)
d’une surface de niveau F(z,y, z) = ¢ est donnée par 1'équation

(x_iUO,y_yOaZ—ZO)'VF(PO):07

1.e.

Fo(Po) (2 — o) + Fy(Po)(y — o) + F=(FPo) (2 — 20) = 0. (5:8)

Exemple 5.5.2.
a) Si f =a2y+eY, Vf=(2zy,z*>+¢¥), au point (1,0) le gradient vaut (0,2) la direction
de croissance maximale est (0,1) et le taux de variation maximal est

0
Doy (1,0) = a—j(m) —2-(0,2)] = |V/|

b) Soit 3 — zy = 2 une courbe de niveau de g = 2* — zy. Au point (1, 1) la direction de

la normale est (2, —1) et I'equation de la tangente peut s’écrire
2@ —-1)—(y—1)=0.

c) zz? +siny = log(1 + z2). Le point Py = (0, Yo, 20) = (v/log2, 7, 1) est bien sur cette
surface. Supposons qu’on cherche I’'équation du plan tangent a cette surface au point
Py. En utilisant (5.8), on obtient successivement

2z
2x020(x — 20) + (cos yo)(y — yo) + <$3 - rozg> (z—20) = 0
0

2¢/log2(x — v/10g2) — (y —7) + (log2 = 1)(z = 1) =

(24/log2)x —y+ (log2 —1)z+7+1—3log2 = 0.

5.6 Le théoreme de Taylor et le calcul approché

fwo+hyo+k) = f(xo,90) + hfe(zo,v0) + kfy(zo, y0)
+%{h2fm(xov ?JO) + 2hkfxy($07 yO) + kayy@O, ?/0)} + R,
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Si on néglige le terme d’erreur R, on obtient que

Af = fu(wo,y0)Ar + f, (w0, Y0) Ay
—l—%{fm(xo, Y0) (AT)? 4 20y (20, Yo) AT AY + fyy (70, 90) (Ay)?}.
Sixz=ux9+ Az et y = yo + Ay, alors (6.9) s’écrit
flzy) =~ f(zo,90) + fulzo, yo)(x — o) + fy(20, y0)(y — vo)
b0, 90) (& = 202 + 2oy 0, 90) (& — 70) oy — )
+fyy (70, 90) (¥ — 90)*}-

L'expression pi(z,y) = f(wo,%0) + fo(®o,50)(x — 7o) + fy(20,50)(y — yo) est appelée le
polynome de Taylor d’ordre 1 ou I'approximation de Taylor d’ordre 1 de f(x,y) autour du
point (xg, yo), tandis que 'expression

pa(z,y) = f(xo,90) + fa(®o. o) (T — z0) + fy(zo,v0) (Y — yo)
+%{fm(I0, Yo)(x — 560)2 + 2 fay (0, Y0) (x — 20) (Y — o) (5.9)
+ fyy (0, Y0) (¥ — %0)*}

est appelée le polynome de Taylor d’ordre 2 ou I'approximation de Taylor d’ordre 2 de f(x,y)
autour du point (xg, yo).

Exemple 5.6.1.

On cherche le polynome de Taylor d’ordre 2 de f(x,y) = e" ¥ + cos(2z + 3y) autour du
point (0,0). On calcule alors successivement les dérivées partielles f,, fy, fuw, fyys foy €t on
obtient ensuite que

f(0,0) = 27fx(0a0) = 17fy(0a 0) = _1afmc(0a 0) = _37 fyy(oao) = _Safxy(()?()) = _7

En substituant ces valeurs dans l'expression (5.9), on obtient que le polynéme de Taylor
d’ordre 2 associé a f a l'origine est

1
po(w,y) =24z —y + 5(=32" — 1wy — 8y°).

5.7 Extrema libres et extrema liés

5.7.1 Extrema libres

Définition 5.7.1. On dit que (xo,%) est un point de maximum absolu de f(x,y) si
f(zo,y0) > f(z,y) pour tout (z,y) € D(f). De méme, on dit que (xg, ) est un point de
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minimum absolu de f(x,y) si f(xo,y0) < f(x,y) pour tout (z,y) € D(f). Par ailleurs, on dit
que (o, yo) est un point de maximum local de f(z,y) §'il existe un disque ouvert U centré
au point (zg,yo) tel que f(xg,y0) > f(x,y) pour tout (z,y) € U N D(f). De méme, on dit
que (g, yo) est un point de minimum local de f(z,y) s’il existe un disque ouvert U centré
au point (xg,yo) tel que f(xo,v0) < f(x,y) pour tout (z,y) € U N D(f).

Définition 5.7.2.  Un point (g, yo) est appelé un point critique de f(z,y) si les dérivées
partielles de f au point (zg,yo) existent et sont toutes deux nulles.

Si f est dérivable partout, les extrema locaux sont tous des points critiques. Par ailleurs, un
) )
point critique n’est pas nécessairement un maximum ou un minimum (point-selle).

On a,

f(xo+h,yo + k) — f(zo,90) = hfelzo,90) + kfy(xo,yo)
5 U2 o0, 0) + 20 fry (0, 30)
+k2 fyy (20, 50)} + R(R, k),
ou R(h, k) est négligeable par rapport aux autres termes. Puisque Py est un point critique, on

a Vf(F) = (0,0) de sorte que hf,(xo, yo) + kfy(xo, yo) = 0. C’est pourquoi, 'accroissement
s’écrit

f(zo+h,yo + k) — f(2o, 40) = %{thm(fo, Yo) + 21k fo (20, yo) + k> fyy (0, 0) }

Ainsi, lorsque h et k sont petits, le signe de f(zo+ h,yo + k) — f(20,v0) est celui de

déf

v = thmr(xm yO) + 2hkf:cy(x07 yO) + k2fyy(x07 yO)' (510)

Il nous faut donc étudier le signe de V.

2

=y on a le tableau suivant :

Sion pose H = forfyy —

’ Signe de H \ Signe de f,, \ Nature du point F, ‘

H>0 for <0 maximum local
H>0 foz >0 minimum local
H <0 point de selle
H=0 aucune conclusion

REMARQUE 5.7.1.  Dans le cas ou H > 0, le signe de f,, et celui de f,, sont le méme. On
peut donc utiliser le facteur le plus simple.
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Exemple 5.7.1.
flz,y) =2 —y* +ay+a+2.

fz=2r+y+1, f, = =2y + z, les points critiques sont donc les solutions du systeme
2e+y = -1
—2y+z=0
Il n’y a qu'une solution (—2, —1). En outre

foo =2, foy=1 fu=-2-H=(2)(-2)-(1)=-5

Puisque H < 0 le point critique est un point-selle. Voici la carte topographique de cette
fonction

5.7.2 Extremum liés et la méthode des multiplicateurs de La-
grange

Pour trouver le maximum et le minimum d’une fonction f(z,y) sur 'ensemble des points
(x,y) qui satisfont la la contrainte g(x,y) = 0 (cet ensemble est une courbe), on applique la
méthode de Lagrange. Cette méthode affirme qu’en un tel extremum contraint P, le vecteur
V f(Fy) est parallele au vecteur Vg(Fp), i.e. qu’il existe un multiplicateur A pour lequel

Pratiquement, on forme la fonction auxiliaire (Lagrangien)

L(x,y,\) = f(x,y) — Ag(x,y)

et on cherche les points critiques de L.
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Exemple 5.7.2.
f:x—|-y,g:1'2—2x—|—y2 On a

L(z,y,\) = (z +y) — Ma? — 2z +%).

Les points critiques sont les solutions de

1-X2x—-2) = 0
1—-2\y=0
22 =2+ =0

En isolant A dans les deux premieres équations, on tire

1 1
A= =—- —=y=22r—2
20 —2 y J v

On reporte dans la troisieme qui devient

2 —2x+ (22 —2)2 =0

Si on résoud cette équation du second degré, on tire

1 1
r=1-——2sy=——+, z=14—=->2y=+—.
G N ARG
La valeur de A n’est pas requise ici. On classe ces points en évaluant f. Le premier point est
un minimum, le second un maximum.

5.8 Les fonctions implicites et leurs dérivées

Théoreme 5.8.1 (Théoreme des fonctions implicites).  Soit F/(z,y) une fonction telle que
les dérivées partielles d’ordre 1 existent et sont continues, et soit Py = (¢, yo) un point situé
sur la courbe F(z,y) = 0. Supposons que F,(Py) # 0. Alors il existe un petit rectangle
R =|zg — Az, z0 + Ax[ X Jyo — Ay, yo + Ay| autour du point Py et une fonction f définie
sur |zrg — Ax, g + Ax[ et a valeurs dans |y — Ay, yo + Ay tels que le graphe de f coincide
avec la courbe F(x,y) = 0 dans R. De plus, on a

Fm($07 yO)

fl(wO) N _Fy(fcm yo) '
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En fait, il n’est pas nécessaire de retenir la formule. La méthode sulffit :
Soit I'équation
23 +2280 422 =0
qui définit (peut-étre) z comme une fonction de z. On suppose que c’est le cas et on dérive
membre a membre.

327 4+ 22° + 62%22 () + 222/ (x) = 0.
On isole 2’ dans cette équation et on tire

, 3w? + 223
M) = ————r.
622 + 22
Il est clair que cette expression n’a un sens que si le dénominateur est non nul. Ce sont
précisément les points ou le théoréeme s’applique. Au point (1, —1), qui est sur la courbe on
obtient finalement



