MAT-2110 Exercices 3: SOLUTIONNAIRE H14

1. (a) Ecrivons d’abord I'équation différentielle sous la forme normale:

1
Y =——y+cosz, (r+#0)
T

Il s’agit d’une équation linéaire d’ordre un. Nous devons d’abord déterminer
la solution générale de ’équation homogene. On doit donc résoudre

, 1
y=—-"1Y
T

L’équation est a variables séparables et la solution est

k(x)
pla) =
one F(2)r — k() ()
, r)r —k(z) x
Y, () o =cosT — —
et il suit que
K (x) =z cosz.
En intégrant par parties, on trouve que
k(x) = xsinx + cosx
et donc
) cos T
yp(z) = sinz +
Finalement, la solution générale est donnée par
k ) cos T
yy(z) = E—i—smx—i— s ke R.

(b) Ecrivons d’abord D'équation différentielle sous la forme normale:

9
M:5y+ﬁf,(x#®-

Il s’agit d’une équation linéaire d’ordre un. Nous devons d’abord déterminer
la solution générale de ’équation homogene. On doit donc résoudre

, 2
y=-y
x

L’équation est a variables séparables et la solution est

yn(x) = ka*, keR.
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Nous devons maintenant déterminer une solution particuliere de la forme

Yp(z) = k(z)a®.
On a
yo(x) = K (v)2? + 2zk(x) = 2°e” + 2k(x)x

et il suit que

K (z) = €.
En intégrant on trouve que
k(x) =e”
et donc
yp(7) = 22"

Finalement, la solution générale est donnée par
y,(z) = ka* + 2", keR.

(¢) Ecrivons d’abord I'équation différentielle sous la forme normale:
, 3T x
v = _x2—i—4y+ 22+ 4
Il s’agit d’une équation linéaire d’ordre un. Nous devons d’abord déterminer
la solution générale de 1’équation homogene. On doit donc résoudre

, 3T
Y =——
x?+4
L’équation est a variables séparables et la solution est

yn(z) = k(22 +4)7%?%, keR.

Y.

Nous devons maintenant déterminer une solution particuliere de la forme
yp() = k(w)(2® +4)7%2.
On a

() = K (@) +4) 2= 20 14) 5 h(a) =

P )

x?+4
et il suit que

K (x) = z(a? 4+ 4)Y2.
En intégrant on trouve que

k(z) = %(ﬁ Ay,

et donc

Finalement, la solution générale est donnée par

1
yo(x) = k(z® +4)7%% 4 3 ke R.
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2. On peut modéliser le probleme de mélange par I’équation différentielle suivante

dM AM
=3

— =3—-—_ 0<t<10.
dt 10 — ¢’ -

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

Nous devons d’abord déterminer la solution générale de 1’équation homogene. On

doit donc résoudre
dM B AM

dt 10—t
L’équation est a variables séparables et la solution est

My(t) = k(10 —t)*, keR.

Nous devons maintenant déterminer une solution particuliere de la forme
M,(t) = k(t)(10 — t)*.
Ona 4k(t)(10 — ¢)*
t —1
M)(t) =K' (t)(10 — )* — 4k(t)(10 — t)* = 3 — %.

et il suit que
3

KO = qo v

En intégrant on trouve que
1

O =T e

et done

M,(t) = (10 — t).
Finalement, la solution générale est donnée par
M,(t) = k(10 —t)* + (10 —t), k€ER.
Comme M,(0) = 2, on trouve que k = —8/10* et on obtient

8
M(t) =10 —t — — (10 — t)*.
(v (101
3. L’équation de la droite tangente au point (x,y) est

YV —y=y(X—u).

L’intersection avec I'axe des y est y — y'x. Les coordonnées des 3 points A, B, C
sont

A = (x,0), B = (z,y), C=(0,y—1vy').
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s oYYy
Donc l'aire de OABC est égale a — % L’équation différentielle s’écrit
- 2 2
(W) r=lesy=2_2 iz0
r

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1. Nous devons d’abord déterminer
la solution générale de I’équation homogene. On doit donc résoudre

, 2y
Yy =—
X

L’équation est a variables séparables et la solution est

yn(r) = ka*, keR.

Nous devons maintenant déterminer une solution particuliere de la forme

yp(z) = k(x)2?

On a i
yn(x) = K (2)2® + 2xk(z) = 2k(z)r — =
x
et il suit que
2
En intégrant on trouve que
2
k(x) = —
(@) =53
et donc
(0) = o
W)= 3x
Finalement, la solution générale est donnée par
(:c)—k:c2+3 keR
yg - 3z ) )

ce qui correspond a la famille de courbes recherchée.

4. (a) On a
2y =2+ 1y =u =2 +u

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre un.

(b) Nous devons d’abord déterminer la solution générale de I’équation homogene.
On doit donc résoudre
v =u

L’équation est a variables séparables et la solution est

up(z) = ke®, keR.
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Nous devons maintenant déterminer une solution particuliere de la forme

On a

uy(x) = K (x)e” + k(x)e” = x + k(zx)e”.

et il suit que
K (z) = xe™™.

En intégrant par parties, on trouve que
k(x) = —e*(x +1)

et donc
up(r) = —(z +1)

Finalement, la solution générale est donnée par
ug(x) =ke" —x—1, keR,

(c¢) Ainsi, on trouve que
v =ke*—z—1, keR

5. On sait que deux solutions particulieres sont égales a une solution homogene pres,
ce qui signifie que
y2(2) = y1(x) + cyn(x)

pour un ¢ € R et ou y, est une solution de I’équation homogene. Ceci implique
donc que
14 8e* =1+ ev* 4 cyp(a).

L’équation homogene est:

et sa solution est donnée par
ynlx) = cel P,
En utilisant ce qui précede, on a

Tel/* = celPl@)de,

En dérivant, on obtient

7

_ﬁel/x _ p(a:)cefp(x)dx _ p(l,)r?el/x
et donc )
p(x) = T2
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7.

Il nous reste maintenant a déterminer la fonction ¢. En utilisant p;, on a

1 T 1 T

et on trouve que

. On a que y — y; est une solution de ’équation homogene

Yo — Y1 = 4827 = .

Comme l’ensemble des solutions de I’équation homogene est un espace vectoriel
de dimension 1, alors cet espace est engendré par la multiplication par un scalaire
d’un élément non nul de ’espace et il suit que

yn(x) = cx®, ceR.

La solution générale sera y = y, + v,
y=cr’—x—1/2

avec y, = y1. Afin de déduire les fonctions p et g, on reprend 'exercice précédent
pour obtenir

1
pa)=-= e qlr) =1+
L’équation différentielle est

;2 1
y——y=1+—.
x x

(a) C’est une équation linéaire. La solution générale de ’équation homogene
est y, = Dz, D € R. Pour trouver une solution particuliere de 1’équation
inhomogene, on cherche y, = u(x) z. Ce sera une solution si

SL’S

u'x+u:u+x3:>u’::v2:>u:§.

On en déduit que la solution générale est de la forme

513'4

., DeR.
3

Yyg =Dx+

Pour que y(1) = —1, il faut que D = —4/3 donc y = —%LE + %4
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(b) C’est une équation linéaire. La solution générale de I’équation homogene est
z2
yn = Dez, D € R. Pour trouver une solution particuliere de 1’équation

2
. N z_ . .
inhomogene, on cherche y, = u(z)e=. Ce sera une solution si

2 2 2 2

) x z_ z_ / _z_
WesT +urer =uxez +e2% = =% 2

Puisque la condition initiale est donnée en xy = 0 nous choisissons d’écrire la
primitive de u sous la forme
x 1‘2
u = / 27 dt.
0

On en déduit que la solution générale est de la forme

12 r t2
Yg e?(D—l—/ e?7 T dt).
0

Pour que y(0) = 0, il faut que D = 0 donc
Yg = e / 217 dt.
0

8. (a) Equation du second ordre ou x n’apparait pas, on pose

dz
o ot n__ %*
z=y z a0
L’équation devient
d d d
yz—Z:z2 = —Z:—y, z#0
dy z 0y

= z=cy, ceR\{0}.

Le cas z = 0 est aussi une solution de I’équation et donc la solution est
donnéee par z = cy, ¢ € R. On doit donc résoudre y' = cy ce qui donne
In|y| =cx+ D

= y=Fke”, FE ceR.

(b) zy”" + ¢y = 2", ou n > 0 est un entier donné. C’est une équation ou y
n’apparait pas. On pose

L’équation devient
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qui est linéaire. La solution de I’équation homogene est z;, = § On cherche

2p = = ce qui conduit a
xn+1 "
EFa)=a"=kz)=—\ =2, = )
() = (z) nt1l P nil
Finalement,
k‘ n xn+1
Yy ZB+TL—|—1 Yy n|x|+(n+1)2+

Equation du second ordre ou x n’apparait pas. On pose

L’équation devient

Pour z # 0, on obtient
z=c—¢eY, =y =C—¢Y,

Finalement on a

dy 1 e¥
x_l—D_/C—ey_Eln(C—ey)'

En simplifiant, on obtient

yzln(L)—ka—l—C’D.

14+ eCz+CD
Le cas z = 0 quant a lui conduit a
y=1~E,

qui n’est pas inclus dans 'expression précédente.

Il manque la variable y. On pose z = /. L’équation devient

()
Z=l14+—-)z=x
T

qui est une équation différentielle linéaire du premier ordre.

d’abord déterminer la solution générale de I’équation homogene.

donc résoudre .
7 = (1 + —) z
T

8

Nous devons

On doit
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L’équation est a variables séparables et la solution est

zp(x) = kze®, keR.

Nous devons maintenant déterminer une solution particuliere de la forme

On a

p

et il suit que

K(x)=e™
En intégrant on trouve que

k(r) =—e"
et donc

2p(x) = —2x.

Finalement, la solution générale est donnée par
2g(x) = kze® —x, keR.
On revient maintenant a la variable y. On a
y = kxe® —x.

En intégrant, on obtient
2

y(x) = ke®(z — 1) — ‘% +D.

Il manque la variable y. On pose z = 3. L’équation devient

B 2z
1 — 22

/
z

z

qui est a variables séparables et d’ordre un. Il suit que

d 2z d
o x:>1n|z\:—lnll—x2\+ln|c|:>z:
z 1—a?

On integre de nouveau

2 (x) = K (x)xe” + k(x)e” + k(x)ze” = x + k(x)xe” + k(x)e”.




