Chapitre 7

Séries de Fourier

Dans ce chapitre, nous allons étudier une représentation des fonctions périodiques en séries
connues sous le nom de Fourier, représentation qui joue un role prépondérant en mathématiques
appliquées. A cause des simplifications que cela permet, nous convenons de travailler, des le
départ avec des fonctions a valeurs complexes.

7.1 Les notions de base

Définition 7.1.1.  On dira qu’une fonction f : R — C est périodique de période T > 0 si
flx+T)= f(z), VzreR. (7.1)
Exemple 7.1.1.

a) Les fonctions constantes sont périodiques, pour n’importe quelle période 7.
b) t +— e est périodique de période 2.

c¢) La fonction définie par

u(z) = 1 siz € [2k,2k+1), pour k € Z,
| -1 siz€[2k+1,2k+ 2], pour k € Z.

est périodique de période 2.

Nous convenons d’appeler période de f la valeur minimale de T, si elle existe, pour laquelle
(7.1) est satisfait. Evidemment, pour les constantes, cette valeur minimale n’existe pas.

Le lemme suivant est élémentaire, mais nous l'invoquerons souvent.

Lemme 7.1.1.  Soit f : R — C une fonction périodique de période T'. Pour tout a € R,

/0 " fa)de = / ey

109



110 CHAPITRE 7. SERIES DE FOURIER

DEMONSTRATION:  Désignons par k l'entier pour lequel, a € [kT, (k+1)T). Puisque f est
périodique, on a

Cjwe = [ fwernae= [ f)y
/ / /

a (k+1)T '

= [ s [ rway
a ’ (k+1)T

= [ tosmiy+ [ sy
at+T ElkJrl)T a+T

= [ s [ fwa= [ pw
(k+1)T a a

REMARQUE 7.1.1. Si une fonction est périodique de période T' et si elle est paire ou

impaire, il est souvent plus agréable de travailler sur un intervalle symétrique par rapport a
lorigine. Ainsi,

a) Si f est paire, c’est-a-dire f(—x) = f(z), alors pour tout z, on a

T T T
de = de =2 dt. 7.2
| se= [ w2 [ o (72)
b) Si f est impaire, c’est-a-dire f(—z) = —f(z), alors pour tout z, on a
r :
| t@ae= [ swiz=o (7.3)
o .

7.1.1 Prolongements périodiques

Dans la suite, nous aurons souvent besoin de considérer une fonction f : [0, L) — C comme
la restriction d’une fonction périodique f. Il y a une infinité de facon de le faire.

a) On peut obtenir un prolongement f:R — C de période T = L de f de la facon
suivante. Notons | 7] le plus grand entier plus petit ou égal a ¥ et posons
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N N !
1 2 3
Prolongement de période 1.

-2

b) On peut obtenir un prolongement pair f:R — C de période T = 2L de f de la facon
suivante :

puis

1.0

2
I NN T AN I N S 1
-3 -2 -1 0 3 4 5

"
1 2
Prolongement pair de période 2.

c) On peut obtenir un prolongement impair f:R — C de période T = 2L de f de la
fagon suivante :

puis

OE / /‘
0
r —— 2 N—— N~ 1
: 2 i ] > 4 5
/ 0.6? / N

“1.0

Prolongement impair de période 2.

&S]
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7.1.2 Définition et calcul formel

Observons d’abord que si g(z) est périodique de période T, alors f(z) = g (%x) est
périodique de période 27. Nous pouvons donc nous limiter au cas ou 1" = 2.

Définition 7.1.2. Etant donnée une fonction f : R — C périodique de période 27 et
bornée, on appelle coefficients de Fourier complexes de f les nombres complexes définis par

A~ 271— .
fi = % /0 F@)e ™ dg. (7.4)

On appelle série de Fourier de f la série formelle
flo)~ > fue™. (7.5)
k=—o00

REMARQUE 7.1.2.  Ici il est important d’expliciter la notation.

o0 n

Donc, pour une série de Fourier, les sommes partielles qui nous intéressent sont de la forme

Salz) =) fre™. (7.6)

k=—n

Une fonction périodique de ce type sera appelée polynome trigonométrique d’ordre n. L’en-
semble de ces polynomes est noté 7,,.

Exemple 7.1.2.

a) f(z)=cosz =% (e + e ™). Notons d’abord que

L ik
or —— (e =1) =0, K#0
/ e~k dy = i ( ) (7.7)
0

2m, k=0.

Dong, par (7.4),

k=+1

~

fi =

1 2 ] 2m ]
- (/ e—z(kz—l):tdaj + / €_Z(k+1)xd1’) _
2 \Jo 0

DN —
o NI

k£ £l
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b) Considérons la fonction

B z, x€l0,m)

f(z) —{ o0 —x, x € [m,27)

que l'on étend périodiquement par f(x + k27) = f(z), pour tout k € Z.
Le graphe de cette fonction est une dent de scie. Une représentation d’une dent de scie
se trouve ci-dessous.

Ao

Ol
O\~
O.G
o.3
O .
oO.3
(@ b=

oO.1

]
1l
\]
i

— =20 — 10 o 10 20
~

Une fonction dent de scie.

Notons d’abord que fo = %71’. Pour k # 0

R 1 L I ,
fo=— (/ ze M dy +/ (2m — x)e_’k’”dz) :
2 \Jo r

En intégrant par parties, on obtient

fi = oo (ST (D + (i1 = (mi(=1)* + (-1~ 1)

1 k
= 5 ()" =1)

2

e k impair
— ™
0, k pair.

Si nous formons la somme d’ordre 5 de la série de Fourier, nous obtenons le polynome
trigonométrique

5
SS (l') _ Z fkeikw

k=-5
7 —diz R — 2z R F 2x F dix
= J-4€ —2€ 0 2€ 4€
I +f + fo+ foe™" + f.

et nous pouvons superposer son graphe a celui de f comme suit,
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T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

FIGURE 7.1 — Approximation d’ordre 5 d’une dent de scie. Observons que, méme si ’'ap-
proximation est raisonnable, c¢’est aux points ou la fonction est irréguliere que nous avons le
plus de difficulté.
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21 .
——, k impair
= km P
0, k pair.
Voici une comparaison graphique entre f et la somme partielle d’ordre 9
NN
034 \/ \V/
0.2 4
0.1+
0 T
1 2 3 4 5 6
-0.1
-0.2 4
03 N \/\
V \

Cette fois, la discontinuité rend I"approximation difficile.
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REMARQUE 7.1.3.
a) Si f désigne le conjugué complexe de f, alors on a

f k= 7-1«
En particulier, si f est a valeurs réelles,
fo = Fx (7.8)
b) Si f est une fonction a valeurs réelles, on peut décomposer le calcul de fk comme suit
R 1 27 2m
fi = o . (x) cos(kz)dr — z% i f(z)sin(kx)dx.
Posons
1 2
ar = — (x) cos(kx)dx
T
X . (7.9)
by = — f(z)sin(kzx)dz.
m™Jo

Les coefficients ag, by, sont appelés coefficients de Fourier réels de f et, en vertu de (7.8)
on a les relations

N =

fo = 3
fr = 3(ar—iby)

a = fk+f—ka

(7.10)
b, = i(fx — [-k),
a_p = Qa,
b,k - —bk

c) Si f est valeurs réelles, on peut écrire les sommes partielles de la série complexe (7.5)
sous la forme

S, = f0+zn: (f_ke—ikx+fkeikx>
k=1

1 - .
= 5% + kz_; a cos(kx) + by sin(kz).

Donc, dans le cas réel, on peut remplacer la série de Fourier par la série trigonométrique,

(@) ~ %ao + " g cos(ka) + by sin(kz). (7.11)
k=1
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7.1.3 Les périodes quelconques, les fonctions paires et impaires
Les fonctions paires

Soit f : [-m,m) — C une fonction paire. Alors f(z)sin(kz) est impaire et par la Re-
marque 7.1.1, on obtient que

1 T
by = —/ f(x)sin(kzx)dx = 0,
™ —T
De méme, come f(x)cos(kz) est paire, alors par la Remarque 7.1.1,

ap = 2 /7r f(z) cos(kx)dx.
T Jo

Il en découle que
1 1

fk = §ak = §a—k = f—k;

et que les coefficients de Fourier complexes sont réels et symétriques en k. La fonction en
dents de scie de ’'Exemple 7.1.2 b) est de ce type. Voyons un autre cas.

Exemple 7.1.3.  f(z) = (£)2 est paire. On a que fu = % = %ao et pour k # 0,

™

o= g3 [ () conthmpae = 22E — £
0

s ™

Ainsi, pour k > 1, a, = M, et donc par (7.11)

k22
r\2 1 2 (—1)F
(;) ~ 5—1—4; 122 cos(kzx).

Les fonctions impaires

Soit f : [-m,m) — C une fonction impaire. Alors f(z)cos(kz) est impaire et par la Re-
marque 7.1.1, on obtient que

1 ™
ar = —/ f(z) cos(kx)dx = 0.
ﬂ- —T
Comme f(z) cos(kx) est paire encore une fois par la Remarque 7.1.1, on obtient que

by = 2 /7r f(z)sin(kz)dz.
T Jo
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Il en découle que
A iby  1b_y,

=g =7F5 ="f=»

et que les coefficients de Fourier complexes sont imaginaires et anti-symétriques en k. L’exemple
de 'onde carrée de I'Exemple 7.1.2 ¢) correspond a ce cas.

Exemple 7.1.4.  f(z) = £ est impaire. On a donc que a; = 0 et que

™

2 [T 2(—1)k+!
by = —/ L sin(kz)dr = (—>

)y T km
Ainsi la série de Fourier de f(x) est donnée par
T © (_1)k+1 .
—~2Y» ———sin(kx).
- Z = sin(kx)

Dans les deux cas, on voit que tous les calculs peuvent étre fait sur une demi-période.

Les périodes quelconques

Si f: R — C est périodique de période T', les coefficients de Fourier sont définis comme

étant les coefficients de Fourier de g(z) = f(2x). Ceci conduit aux formules suivantes,
R 1 2 T .
=— —ux)e” "d.
i 2m /0 f(27rx)e v

Posons y = %x, on a dr = 2%dy donc

N 1 T -k27r
S ~kFy gy
Jr T/o f(y)e Yy

De méme

r m T m
ay = % /0 f(y) COS(k%y)dy, by = % /0 f(y) Sin(k%y)dy-

7.1.4 Approximation en norme L2

Afin de simplifier la notation nous convenons de noter (f, g) l'intégrale suivante

(Fo) =5 | s (7.12)

Cette expression a certaines des propriétés d’un produit scalaire complexe,
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a) La symétrie (f,g) = (g, f).
b) La linéarité
1) (af + Bg,h) = al(f,h) + B(g,h), pour tout a, § € C.
2) (f,ag+ Bh) =alf,qg)+ B(f,h), pour tout a, 3 € C.
c) La positivité (f, f) > 0.

En plus, si nous travaillons avec des fonctions continues, (f, f) = 0 = f = 0. Finalement
nous définissons la norme

I =vTN == ([ K |f<x)|2dx)%- (7.13)

Cette norme sera appelée norme L? de f. Nous pouvons démontrer le résultat suivant.

Lemme 7.1.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si f et g sont deux fonctions continues
sur [0, 27) telles que, (f, f) # 0 et (g,g) # 0, alors

(£ 9)l < [ £l llglly

DEMONSTRATION:  Soit a € C quelconque. En vertu des propriétés démontrées plus haut,

OS (f_agaf_ag):(faf)_a(fag)_a( 7g)+|a|2(gag)7
|

car aa = |a|*. Posons a = Efi). On note que |of?> = aq = L9 49 — 149 °_ Nous obtenons
o 9,9) 9,9) (9:9) — (9:9)(9:9)
ainsi que
(9P 1(f9P (9 (f.9)I?
0< f_@gaf_&g:fmf_ - + :faf_ -
( )= (990 (9.9)  (9,9) ) (9,9)

En utilisant cette inégalité, on peut démontrer, comme on le fait pour les vecteurs de R",
que l'inégalité du triangle est valide,

LF+glly < 171+ llgll- (7.14)

REMARQUE 7.1.4. Observons que, pour n’importe quelle fonction a valeurs complexes et
n’importe quel entier,

il < |1l (7.15)

Cette inégalité découle de I'observation fk = (f,e™*?) et de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Définition 7.1.3. [ :[0,27) — C et g : [0,27) — C sont orthogonales si (f,g) = 0.
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Nous avons maintenant le résultat fondamental suivant.

Théoréme 7.1.1.  Pour chaque k € Z, notons ex(x) = e~**. La famille {ey(z)}° est
une famille orthogonale dans 'espace des fonctions intégrables sur [0, 27) a valeurs complexes,
c’est-a-dire

(er,e) =0, si k#j.
DEMONSTRATION:  Elle découle directement de I’égalité (7.7). En effet, si k — j # 0,

1 2 ) )
(er,ej) = / e DTy = 0. g
0

2

Corollaire 7.1.1.  La famille {cos(kx), sin(kz)}32, est orthogonale dans I’espace des fonc-
tions intégrables sur [0, 27) & valeurs réelles.

Corollaire 7.1.2. Si 7 € 7, est un polynéme trigonométrique d’ordre n, donné par

n

T(x) = Z cre™,

k=—n
alors on a que ¢ = 7.

DEMONSTRATION:  Par définition des coefficients de Fourier complexes en (7.4), on a que

1 [ [ & g .
T = — E c;e9% | ek gy
J
2 Jo

j=—n

n 2w
= Z Ci i/ eTekie gy
“\2r J,

j=—n
n

= > elener)

j==n
= Ck- n

Le prochain corollaire, montre que, sur l’espace 7,, la norme de Fourier correspond a une
norme euclidienne.

Corollaire 7.1.3. Si 7 € T, est un polynéme trigonométrique d’ordre n, donné par
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alors on a

n

DEMONSTRATION:  En utilisant ’orthogonalité,

Il = (rr) == / (o) (@)

2T
1 2 n n .. .
= o Y > AT ) d
™ Jo T
j=—mnk=—n
1 n 271— n
SE-D LT AR LT

Nous voulons maintenant démontrer que, au sens de la norme L2, les sommes partielles d'une
série de Fourier fournissent la meilleure approximation de la fonction.

Théoréeme 7.1.2.  Soit f : [0,27) — C une fonction bornée et intégrable. On note S, la
somme partielle d’ordre n de la série de Fourier de f, c’est-a-dire

Si

est un polynome trigonométrique quelconque d’ordre n, c¢’est-a-dire T € T,,, alors

1= Snlly < 1F =7l

DEMONSTRATION:  Nous avons déja montré que

If =7ls=(f=7.f=7) = Iflls = (/. 7) = (F;7) +I7]5- (7.16)

n n

(fr) =Y Flfrex) = > Tla (7.17)

k=—n k=—n
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Puisque les 2n coefficients de Fourier de f d’ordre —n,—n+1,...,—1,0,1,...n — 1,n sont
aussi ceux de S, on a

n n

(fa T) = Z 7A—_kgnk = Z %_k(snaek) = (Sn>T)'

k=—n k=—n

En reportant dans (7.16), on obtient

I =7l3 = £ = 11Salls + 11Salls = (Sus ) = (Su, ) + I 71I5
= FIB = 11Sall2 + 1150 — 712
2 2
> |£15 = 1Sall3- (7.18)

Posons 7 = S, dans (7.16),
1f = Sulls = I£1I5 = (£+5) = (£ Sn) + 1Sall5:

Appliquons maintenant (7.17) au cas 7 = S,,, nous aurons,

(150 =3 fufi="3 il = 152

k=—n k=—n

ou la derniere égalité découle du corollaire précédent. Combinant les deux, nous avons donc,

If = Sulls = (f = Su, f—5Sh)
2 2 2 2
1115 = 11Sullz = 1Sll5 + [ISnll3
= 117115 = 1Sall5- (7.19)

En reportant ceci dans (7.18) nous obtenons le résultat. g

Ce théoreme a une interprétation géométrique intéressante. Si on considere que la norme
L? mesure une distance, on voit que S, est le polynéome du sous-espace 7,, qui est le plus
pres de f, autrement dit S, est la projection de f sur 7,. Alternativement, on constate que
(Sn,€j) = fj = (f,e;), autrement dit que, la composante de S, le long de “l'axe” e; est
bien la projection de f sur cet axe.

Corollaire 7.1.4 (Inégalité de Bessel). Soit f : [0,27) — C une fonction bornée et
intégrable. Alors, on a

SR < I (7.20)

k=—o00

En particulier,

lim | fi| = 0. (7.21)
k—oo
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DEMONSTRATION:  Par (7.19), on a que ||[f — S,[2 = |If[l3 — [|S.]2 > 0, et donc que
1S, 15 < [I£]l2. T découle du Corollaire 7.1.3 que

D AP =18l < 11£115-

k=—n

o
) F2 JETUREN o, . .
La série E | fx|? est une série & termes positifs. Donc, puisque les sommes partielles sont

k=—o0
bornées, c’est une série convergente. Passant a la limite dans l'inégalité précédente, nous

obtenons (7.20). Comme la série est finie, alors on obtient (7.21). nu
Le corollaire suivant fournit une condition sous laquelle 'inégalité de Bessel est une égalité.

Corollaire 7.1.5 (Identité de Parseval).  Soit f : [0,27) — C une fonction bornée et
intégrable. Si, pour chaque € > 0, il existe un N, et un polynéme trigonométrique 7 € Ty,
pour lequel

max |f(z) = 7(2)] <e,

alors on a
oo
; 2
SR =111
k=—00
DEMONSTRATION:  Comme l'inégalité de Bessel est vérifiée, il reste & montrer que || f Hg <

Yo ] fr|2. Soit € > 0 donné, N, et 7 tels que définis dans les hypotheses, il découle du
Théoréme 7.1.2 et de (7.19) que

1 2
0 <|If =Snll = Ifll5 = ISwlls < If =75 = g/ () = T(x)PPde < €. (7.22)
0
Nous savons que, pour chaque n
ISl = D 1Fl*. (7.23)
k=—n

Puisque la série Y p- | fk|2 est a terme positifs, la suite des sommes partielles est croissante
et donc, ¥n > N, on utilise I'inégalité de Bessel, (7.22) et (7.23) pour obtenir que

2 2
5 < €.

n Ne
0<IfIE= DA<= D AP =115 - I1Sw
k=—N,

k=—n —Ne

En faisant tendre € vers 0 et n vers 'infini, nous obtenons que

1£115 < Z fel* m

k=—00
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7.2 Approximation ponctuelle et uniforme

7.2.1 Quelques outils

Dans cette sous-section, nous allons étudier deux polynomes trigonométriques particuliers
qui joueront un role fondamental dans notre étude de la convergence.

Le noyau de Dirichlet

Définition 7.2.1.  On appelle noyau de Dirichlet le polynome trigonométrique réel d’ordre
n, noté D,,, dont tous les coefficients sont égaux a %, c’est-a-dire

déf 1 —ijz
Dif2) = - Z ez, (7.24)
j=—k
En posant w = =%, nous pouvons calculer la somme (série géométrique)
k
1 ) 1 warl _ wfk
D _ = g - - 7.25
(2) 27 jz_kw 2 w—1 ( )

1 whts — = (k+3)

NI

2 w2 —w"
1 sin ((k+3)z)

27 sin (%)

(7.26)

Une représentation graphique de D,, montre qu’il s’agit d’un polynome trigonométrique paire
qui s’annule souvent sur [0, 27).

A

N/ N2 -1 \/ v 1 N %

Le noyau Dy

e)

1>

Par ailleurs,

' Dy(z2)dz = 2i (27r + Z i((—l)j -1)+ Z %((—1)]' — 1)) = 1. (7.27)

r s
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Le noyau de Fejér

Définition 7.2.2. On appelle noyau de Fejér d’ordre n, la moyenne arithmétique des
noyaux de Dirichlet d’ordre 0, ..., n

Kaz) = —— 3" Dul2). (7.28)

n+1k:0

Pour w = ™% et en utilisant (7.25), nous obtenons

1 - o=
() = s Dw o (;WH _;w k)

1 wtt —1 wtt =1
= w —w N —
2r(n+ 1)(w — 1)

w—1 w—1
1 (W — 1)?2
2n(n+ 1)(w —1) (w— 1)w"
1 (wntt —1)2
2r(n+1) (w — 1)2w™’

En retournant a z, nous obtenons,

1 sin? (”THZ)

Ko(2) =
(2) 2r(n+1) sin?

(7.29)

z

2

K,(z) est un polynéme trigonométrique d’ordre n, pair et positif. Puisqu’il est obtenu en
prenant la moyenne de n + 1 fonctions dont I'intégrale vaut 1, on a

/ " Ko(2)ds = 1. (7.30)

Le noyau Ky
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Nous aurons besoin de I’estimation suivante,

Lemme 7.2.1. Pour 0 < 6 < 7 fixé, on a

lim max K,(z) = 0. (7.31)

n—o0 0<z<m

DEMONSTRATION: Il suffit de noter que le dénominateur reste loin de 0. Puisque sin Z est
strictement croissante sur [0, 7], on a, en majorant le numérateur par 1,

1 I oo
K,(z) < — 0.
(2) < 2n(n + 1) SiHQg .

Le lemme suivant jouera un role fondamental.

Lemme 7.2.2 (Riemann-Lebesgue).  Si f : (a,b) — C est intégrable, alors

b
lim/ f(z)e™dr = 0.

t—o00

DEMONSTRATION:  Nous procédons en trois étapes correspondant & un niveau de com-
plexité croissant de la fonction f.

a) Supposons que f = fy est constante.

’ i
/ f(x)ezta:dx — fO (Z) (eitb o eita)‘

Donc

Jo

< 2? — 0, quand t— oo.

/a ’ f()et=dx

b) Supposons que f est une fonction en escalier. Plus précisément, étant donnée une
partition de (a,b),

a=2) < T, < Ty < -+ <Xp_1 <xp =0,

nous supposons que
k—1

f(t) = Z fj(Ha:j (t) - ij+1 (t)),

=0

pour f; des constantes. En répétant le raisonnement précédent, nous obtenons cette
fois,
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b .
/ f(lt)eztwd$ = ( ) Z ztx]Jrl B ij)’

d’ou

r)edy

k
2
g;jzolfﬂ—ﬂ), quand t — oo.

¢) Supposons maintenant que f est intégrable et a valeurs réelles. Pour € > 0 donné, nous
pouvons trouver une partition

a=2x) <X <To<- -+ <xp_1 <=0,
pour laquelle, si S désigne la somme inférieure, c¢’est-a-dire

k—1
( min f(z )(%‘H—%‘),

= [zj,2j41]

CQ

on a

S < /bf(x)d:c <S+e (7.32)

Mais, S est 'intégrale de la fonction en escalier,

k—1
([ min ]f ) (sz (ZL’) - H$j+1(x))7
o Tj,Tj41

.

et nous pouvons récrire (7.32) sous la forme

/ |f(x x)|dr < e. (7.33)

Puisque v est une fonction en escalier, il existe T' > 0 pour lequel,

eita;

<e Vt>T, (7.34)

Ainsi,
b
et + / (f(2) - dla))e] .

a

/ab f(z)e™| <
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et en combinant I'inégalité triangulaire, (7.33) et (7.34) nous tirons que,

/ et

d) Si f est a valeurs complexes, il suffit d’appliquer le résultat précédent aux parties réelle
et imaginaire. g

Vit > T, < 2e.

c’est ce que nous voulions démontrer.

7.2.2 Approximation ponctuelle

Nous tournons maintenant notre attention vers la question de la convergence ponctuelle.
C’est une question difficile et nous ne pourrons faire mieux que donner une réponse partielles
sous la forme de conditions suffisantes.

Nous supposons tout au long de cette section que f et f’ sont continues par morceaux,
c’est-a-dire qu’il existe une partition

D=2 <21 <Tg <+ < Tp_1 <xf =2,

pour laquelle f et f’ sont continues sur (x;,x;4+1) pour j =0,...,k — 1 alors que les limites

flej=) = lm fla;—h) fle+) = T flo;+h)

h>0—0

fla—) = m > (fle;—h)— fla;—) fla0) = lim ~(fla; +h) — f(e;4)

h>0—0 h h>0—0 h

existent et sont finies. Nous allons démontrer le théoreme suivant, du a Dirichlet.

Théoreme 7.2.1 (de convergence ponctuelle de Dirichlet). Si f et f’ sont périodiques
et continues par morceaux sur [0, 27), alors la série de Fourier de f est convergente et

(e 9]

S e = L7t + f).

DEMONSTRATION:  Nous avons que

n

S.0)= Y fe = 5o 3 [ sweteay,

k=—n k=—n

ou encore

k=—n

5.0 =5 [ 1 (Z <>> dy.
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Faisons le changement de variable, y = z + z et utilisons la périodicité pour obtenir,

Sp(z) = ' flz+ 2)D,(2)dz. (7.35)

—T

Puisque D,, est une fonction paire, nous tirons que .S, peut aussi s’écrire

— [ fa-2D)az,
d’ot, en faisant la moyenne,

S =%</fx—z )dz—l—/_:f(x—i—z)Dn(z)dz)

Pour chaque z fixé, (f(x — z) + f(z + 2))D,(z) est une fonction paire et nous pouvons donc

- (/OW F(z — 2)Dp(2)dz + /OW flo+ z)Dn(z)dz) = I+ J,.

Nous examinons le comportement de I,,, ’étude de celui de J,, est en tout point identique.

I = /07r fx — 2)D,(2)dz = /Oﬁ(f(x —2) = f(z=))Dn(2)dz + %f(x_)‘

Soit 0 > 0 donné, la fonction % est intégrable sur [0, 7) donc, en vertu du lemme
Sin 3

de Riemann-Lebesgue

4
lim I, = lim [ (f(z —2) — (=) Da(2)dz + 5 flz-).

n—oo n—o0 0

Soit € > 0 donné, en vertu de l'existence de f'(x—), il existe § > 0 qui dépend de x et € tel
que,

l(f(w —2)— flz—)) - f’(x—)‘ <e

z

€[0,0) =

Ceci implique que, pour § assez petit, la fonction %(f(x — z) — f(x—)) est intégrable sur

[0,6), tout comme la fonction h(z) = (z> En vertu du lemme de Riemann-Lebesgue nous
sin b

avons alors,

nll_)IIolo i (f(x—2)—f(x=))Dp(2)dz = lim 1(f(x—z)—j"(az:—))h(z) sin ((n + %)z) dz =0,

n—o0 0 z

d’ou lim,,_yo I, = %f(a:—) De la méme facon, lim,,_,o, J, = %f(q:—t—) m
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Exemple 7.2.1.

a) Nous avons déja obtenu le développement suivant

2 (_1)k+1 .
~— Z sin(kz).
™ k

SRS

En tout point  de (—m, ) le résultat précédent montre qu’il s’agit d’une égalité.
Considérons le cas particulier, r = 7,

sin((2j)z) =0, Vj,sin((25 + 1)z) = (1),
d’ou

(-1

27+ 1

M]3

s
4

<.
Il
o

b) Revenons a la fonction dents de scie,

B xz, x€|0,m)

f(x)—{ o —x, x| o) f(x+ k27) = f(z),Vk € Z.

Nous avons montré que, fo = 9 = %7? et que
2

1 2 k - 9
= — — — = k2
fi= 5om((-1)f = 1) oo
0, k pair.

k impair

Puisque cette fonction est paire, elle peut s’écrire comme une série de cosinus avec

. A 1 —8
aokr1 = forr1 + fo@rin) = gm, agpy2 = 0.

En vertu du théoreme de convergence ponctuelle de Dirichlet (Théoreme 7.2.1),

1 o0
flz) = 500 + kgl ay cos(kx)
1 1 «
= —7 LQ cos((2j + 1)z).

2 w2+ )
Posant, = 0 nous obtenons l'identité
2

ST
2 —_ T .
—~ (2k+1) 8
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Ici, nous pouvons faire plus. Estimons 'écart | f — S,

1 & 8
<=y —
- 27?2(211}—1-1)2

n

1 8
1) =8, < 5 3 i sl 1o

Puisque le majorant est une série numérique convergente, le théoreme de Weierstrass
(parfois appelé le M-test) (voir le Théoreme 2.5.1) implique que la convergence est
uniforme. Nous pouvons donc utiliser 'identité de Parseval et écrire

) 0o 0o o
. ) S i T 4
T = W15 =D 1A = 1fol” + ;'fk’ . Zjo (2j + 1)t

keZ

7.2.3 Approximation uniforme

L’exemple de la dent de scie illustre bien les problemes de convergence des séries de Fourier
des fonctions continues au voisinage des points de singularites de f’. Revenons sur ce cas et
faisons un zoom au voisinage d’un de ces points.

154

(gauche) vision globale et locale. (droite) Ss, S1; et Sor.

Sur la représentation de droite, on voit clairement que 'approximation en 0 est beaucoup
moins bonne qu’au voisinage de 7. Nous avons vu malgré tout dans ce cas que nous avions
convergence uniforme, et donc que nous pouvions appliquer I'identité de Parseval. Cependant,
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il est important de noter qu’en général, nous ne pouvons guere esperer obtenir un résultat
de convergence uniforme par les polynomes trigonométriques S,. C’est ici que 'idée de Féjer
entre en jeu.

Définition 7.2.3.  On appelle moyenne de Cesaro d’ordre n de la série de Fourier d’une
fonction périodique f le polynome trigonométrique

_ % > 8(a). (7.36)

Théoreme 7.2.2 (de convergence uniforme de Fejér). Si f est périodique et continue
sur [0, 27|, alors les moyennes de Cesaro de f convergent uniformément vers f c’est-a-dire

lim max |f(z) — o,(x)| = 0.

n—00 [0,27]

DEMONSTRATION:  La démonstration commence comme celle du théoréme de convergence
ponctuelle de Dirichlet. En utilisant les mémes arguments de symétrie, on écrit d’abord la
différence f — o, sous la forme

@) = oula) = | 21(@) = fla—1) = fla -+ 0) Kot

0
Pour la suite, posons,

ga,t) = 2/() = flx — 1) = fla+1). (7.37)

Puisque f est continue sur un intervalle fermé, elle est uniformément continue sur cet inter-
valle. Donc, pour € > 0 donné, il existe § > 0 tel que, pour tout z € [0, 27],

t < €= t) < 2e.
fngglf(x+) flz)] <e l[fr_lgglg(x, )| < 2e

On écrit alors

0 T
F(@) — on(z) = /0 g, t) Ko (t)dt + /5 g, ) Ko (t)dt.

En utilisant 1'inégalité du triangle et la positivité de K, on tire

é T
|[f(2) = on(z)] S/O Ig(fE,t)|Kn(t)dt+/6 |9, t)[ K (t)dt

Utilisant la définition de ¢, il vient

|f(z) = on(2)] < e/:Kn(t)dH (maXK )/ g, t)|dt.



132 CHAPITRE 7. SERIES DE FOURIER

Si M est le maximum de f sur l'intervalle, on a |g| < 4M. Par ailleurs, il découle de (7.31)
que, pour le méme € > 0 et le méme 4, il existe NN, tel que

n > N, %?T?Kn(t) < e.
Donc, si n > N,
f(r){g%: |f(z) —on(2)] < 6/07r K, (t)dt + eAM (m — 0) < e(2+4Mm),
ce qui établit la convergence uniforme. g

Revenons a notre exemple de la dent de scie et comparons I'approximation fournie par S,
a celle fournie par oq;. La différence de qualité est indéniable.

T T T T T T
-0.6 -04 -0.2 0.2 0.4 0.6
X~

Convergence ponctuelle et uniforme : f, Siy, o1;.

Corollaire 7.2.1.  Si f est périodique et continue sur [0, 2], alors

> AP =151

k=—o00

DEMONSTRATION:  Par le Théoréme de convergence uniforme de Fejér, les moyennes de
Cesaro 0, de f convergent uniformément vers f. Comme les o, sont des polynomes trigo-
nométriques, alors le résultat découle de I'identité de Parseval. g



